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1 Drallsatz

1.1 Aufgabe 1: Moment auf einen geschlitzten Rohrwinkel

Ein abgewinkeltes, diinnes Rohr (Abbildung 1) wird in der skizzierten Lage gehalten. Im
waagrechten Teil des Rohres befindet sich ein Schlitz der Breite b und der Linge 6z,
aus dem horizontal Wasser der Dichte p austritt. Die Wassergeschwindigkeit hangt linear
von x; ab. Reibungsspannungen auf den Strémungsquerschnitten kdnnen vernachléssigt
werden.

1. Bestimmen Sie das Drehmoment in z3-Richtung in Abhangigkeit von U,,,., das von
dem austretenden Wasser auf das Rohr ausgeiibt wird
2. Es tritt der Volumenstrom @) aus. Wie grofs ist die Maximalgeschwindigkeit des

austretenden Wassers?

Gegeben: ba Zo, Qa P, Po
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Abbildung 1: Ausstromung aus geschlitztem Winkelrohr

Losung

1) Die Stromung ist stationdr, Volumenkrifte liefern keinen Beitrag zum Drehmoment in
x3-Richtung auf das Rohr. Es wird der in der Vorlesung eingefiihrte Drallsatz verwendet,
die Komponente in z3-Richtung wird durch Multiplikation mit e3 gebildet:
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Abbildung 2: Kontrollvolumen am geschlitztem Winkelrohr
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M _, gy ist das Moment, welches auf das im Kontrollvolumen befindliche Fluid ausgeiibt
wird.

Das gewihlte Kontrollvolumen umschliefit das abgewinkelte Rohr und schneidet es in den
Flichen S, und Sg (siehe auch Abbildung 2). Sk ist dabei die Ringflache der geschnittenen



Rohrwand, S, die durchstromte Fliche. An den Wénden Sy, und Sg ist o -7 = 0, sodaf
fiir den Drallsatz folgt:

/p53'<fXﬁ)(ﬁ'ﬁ)dS+/p€3'(fXﬁ)<ﬁ’ﬁ)dS—M—>Fl'é)3 (2)
Se Sa
Im folgenden werden die Integrale einzeln ausgewertet.

Fiir die Flache S, ergibt sich
€3 (Z X @) = €3 - (Touze] — T1u36) =0 (3)
Fiir die Flache S, ergibt sich entsprechend:
€y - (¥ x U) = €3 - (T3uz€] — T1U2€3) = —T U (4)
sowie U - 7 = uq.
Fiir die Geschwindigkeit us erhilt man folgende lineare Gleichung:
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Damit ergibt sich fiir den Drall iiber die Oberfliche S,:

/p53 (@ x @) (- 7)dS = p/ (—ugz1)(usg) dS

Sa Sa

(SZEO - .Z(fl) (5)

UQ(Il) =

b/2 8z

U2
=—p 3%”;; / /x1(8x0 — 1) doydas (6)
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Die Berechnung des Momentes auf das Fluid kann mit folgenden Uberlegungen erfolgen:
Auf die Flache S, + Sy wirkt der Druck pg gleichméssig von allen Seiten, daher kann er
kein Moment auf das Fluid ausiiben. Fiir die Fldche S, ldsst sich das Moment angeben

ZU:
M =@ x F = (2363) X (—peSe€3) = 0 (7)

Somit bleibt nur noch das Moment auf die Fliache Sg, es ist das Reaktionsmoment zum
gesuchten Moment welches die Fliissigkeit auf das Rohr ausiibt:

MSR = M—>Rohr = — _)—>Fl = — \%pé’g . (f X ﬁ) (l_[ ﬁ) ds = 7pr3w$ZE8 (8)
(5)
2)

Der Volumenstrom iiber die Oberfliche S, berechnet sich zu

Q= [i-ids 9)
/
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was mit gegebenem w - 77 = uy und gegebenem () auf

Umaw
61‘0

Q:b /8$0—I1d$1:3bUmQxl’0

fithrt, womit sich die maximale Geschwindigkeit zu

Q

Umax = 57
3b X

ergibt.

(10)

(11)

2 Impuls- und Drallsatz im beschleunigten Bezugssys-

tem

2.1 Schubumkehr

Abbildung 3: Schubumkehr am flugzeug

Nach dem Aufsetzen werden bei dem in Abbildung 3 skizzierten Flugzeug (Masse me;)
zwei Schilde hinter dem Strahltriebwerk ausgefahren, die den austretenden Strahl (Un-
terschallstrahl) in zwei Teilstrahle aufteilen und diese um den Winkel 7 —  umlenken.
Dadurch erfihrt das Flugzeug eine Verzdgerung @ = aé,. Volumenkrifte und Reibungs-
spannungen auf der Aussenhaut konnen vernachlissigt werden. Der in das Triebwerk

eintretende Impuls kann vernachlissigt werden, nicht jedoch die eintretende Masse.

1. Berechnen Sie die Verzogerung a

Gegeben: myes, pa, Wa, Aq, B

Losung

Es wird das in Abbildung 4 gezeichnete flugzeugfeste Koordinatensystem eingefiihrt.
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Abbildung 4: Kontrollvolumen um das Flugzeug

Die Anderung des Impulses ist im Inertialsystem gegeben durch

DI -
— = F. 12

Mit der aus der Vorlesung (22.06.2009) bekannten allgemeinen Identitét

Db
Dt

Db
Dt

+Oxb (13)

I B

folgt daraus nach Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems der Impulssatz im
beschleunigten Koordinatensystem fiir {2 = 0:
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:% /padv +7{p5(w-ﬁ)d52ﬁ (14)
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Fiir die Beschleunigung @ = aé,, wird nur die x-Komponente des Impulssatzes bendtigt:

9 /pagxdv +fp<a5w><w‘ﬁ>ds:ﬁ'éx (15)

ot
(V) g &
Die Kraft die auf das Kontrollvolumen wirkt ist der Umgebungsdruck pg, der auf die

Oberflache des KV wirkt. Da der Druck po auf allen Seiten des KV gleich ist, heben sich
die Krifte gegenseitig auf: F' = 0.

Die Absolutgeschwindigkeit ¢ ldsst sich schreiben als die Summe aus Relativgeschwin-
digkeit w und der Fiihrungsgeschwindigkeit ¢ ¢ = @ + ¢ . Damit ergibt sich aus dem



Impulssatz:

0 oL 0 .o
En /pw-ede +a /pv-exdv +
(V) B (V) B
+%p(u7~é'$) (@~ﬁ)d5+y§p(6-€w) (w-1)dS =0 (16)
(S) (S)

Die Stromung im flugzeugfesten System ist stationér, daher ist 0w /0t = 0. Da ¥ in jedem
Punkt des Kontrollvolumens gleich grofs ist kann es vor die Integrale gezogen werden.
Nach Anwendung der Kettenregel verbleibt fiir den Impulssatz:

ov oo dp
E-ex/pdv +U- e /ath +

(V) B (V) B

+a.5x]{p(w.ﬁ)ds+fp(w.gx) (@-7)dS =0 (17)
&) (%)
Die Integrale

dp L. oS
/Edv +v-e$%p(w-n)d5

(V) B (9)
(18)
I 3/) _
=0, dV + @ p(W-7)dS | =0
5
Kontinuitate?sgleichung
entsprechen der Kontinuitétsgleichung und sind bekanntermafen identisch 0
Mit den Bezeichnungen
a—l
a—:-@:aund /pdV:mges (19)

(V)
lasst sich schreiben:

—amges:/p(w-ém)(w-ﬁ)d5+/p(w-e})(w~ﬁ)d5—|—/p(w-e})(w-ﬁ)ds (20)
Se Sw Sa
Die Wand Sy, kann nicht durchstromt werden, sodafs w - 7 = 0 ist. Weiterhin kann der
eintretende Impuls vernachlissigt werden (S,). Damit verbleibt:

p—— /p (@ - &) (@ - 7)dS, (21)
Sa
was mit w - €, = —w, cos f und w - 1 = w, auf die gesuchte Beschleunigung « fiihrt:
_ pau? cos G A,

22
. (22)



Abbildung 5: Kreisformiges Fliigelgitter
3 Anwendungsbeispiele aus dem Turbomaschinenbau

3.1 Zirkulation um einen Fliigel im Kreisgitter

Fiir das in Abbildung 5 dargestellte Fliigelgitter sind die An- und Abstrémverhaltnisse
bekannt, ferner das Drehmoment, das von der Fliissigkeit auf das Gitter ausgeiibt wird.

1. Bestimmen Sie das Moment, dass von der Fliissigkeit auf das Gitter ausgeiibt wird
in Abhéngigkeit von der Zirkulation

2. Wie grob ist die Zirkulation um einen Fliigel bei n Fliigeln und wie lautet der
Zusammenhang zwischen dieser Zirkulation und dem Moment?

Losung

1)
Das Moment auf die Fliissigkeit lisst sich mit Hilfe der Eulerschen Turbinengleichung
(Vorlesung vom 22.06.2009) berechnen:

Mz =m (Tguug — Tlcul) (23)
Die Zirkulation ist allgemein gegeben durch:

I = 7{5. dz (24)

C

Fiir den Kreis ergibt sich dZ zu rdyeé),, die Geschwindigkeit ist gegeben durch ¢ = c,.é, +



Cue€yp. Damit ergibt sich fiir die Zirkulation am Eintritt e und am Austritt a:

2 27

I, = / (Cre€r + Cuc€y) - (rdpe,) = /Tcue dyo = 27 reCye

27 27 (25)
r,= / (Cra€r + Cua€y) - (rdpe,) = /fr Cua A = 2T T4 Cuq
0 0
Eingesetzt in Gleichung 23 ergibt sich damit:
m
M,=—(T,-T, 26
(T~ To) (26)
2)
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Abbildung 6: Fliigel des Kreisgitters

Betrachtet man sich ein Gittersegment des Fliigelgitters (Abbildung 6), so kann man das
Fliigelgitter periodisch aus Einzelsegmenten aufbauen. Die Berechnung der Zirkulation
erfolgt mit dem Kurvenintegral iiber die eingezeichnete Kurve:

FFluegel = % ¢-dr (27)
Fluegel
Dieses Integral wird zur Berechnung in Teilintegrale aufgespalten:

b c d a

FFluegel:/gdf‘f‘/Edf+/5df+/5df (28)
d

a b c

Aufgrund der Periodizitéit des Gitters heben sich die Integrale tiber die Seiten 2 (b-¢) und
4 (d-a) in der Summe auf. Fiir die verbleibenden beiden Integrale ergibt sich (mit n fiir



die Anzahl der Fliigel):

b
2
/5 dr = / Cre€r + Cue€l) - (Te dp (—€,)) = —re cuegplz = Ty Cuel = —T¢ cuel
n
(29)
- — - = = d 271'
c-dr = (cmer + Cua€y) - (Ta dY €,) = T4 Cual,, = T4 Cug = T4 Cug—
n
Damit ergibt sich fiir die Zirkulation um einen Fliigel:
2m
FFluegel - 7 (Tacua - Tecue) (30)
was mit Gleichung 23 unmittelbar auf
27 M
r uegel — - z 31
Fluegel ey (31)

fiihrt

3.2 Kaplanturbine

Die in Abbildung 7 skizzierte Turbine besteht aus einem mit dem Gehéuse verbundenen
Leitrad und einem rotierenden Laufrad. Sie wird von Fliissigkeit konstanter Dichte p mit
dem Volumenstrom () durchstromt.

Das Laufrad der Turbine dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit €2 und es wird die
Leistung Pr abgenommen. Die Zustromung am Leitrad [1] erfolgt rein radial (a; = 0).

Die Fliissigkeit verliasst das Leitrad an der Stlle [2] mit der Geschwindigkeit ¢ und dem
Winkel o zur Radialrichtung. Die Reibungsspannungen zwischen den Stellen [2]| und |3]
konnen vernachlassigt werden.

Im laufradfesten System erfolgt die Anstromung des Laufrades [3| tangential zur Schau-
felvorderkante. Die Stromung am Laufradaustritt [4] ist drallfrei und im Relativsystem
ebenfalls tangential zur Schaufel.

An den Ein- und Austrittsflichen des Leit- und Laufrades kénnen dieGeschwindigkeits-
verteilungen als homogen angesehen werden, sodafs die Reibungsspannungen zu vernach-
lassigen sind. Da die Schaufelhohe h sehr viel kleiner als der mittlere Schaufelradius R,
des Laufrades ist, kann die Berechnung der Stromungsgréfen an den Stellen [3| und [4]
mit dem mittleren Radius R, erfolgen.

1. Wie grof ist die Geschindigkeit ¢, am Leitradeintritt [1]?

2. bestimmen Sie die Komponente c¢,5 und c,» der Geschwindigkeit ¢, am Leitrad-
austritt [2]

3. Bestimmen Sie die Umfangsgeschwindigkeit c,3 an der Stelle 3]



Abbildung 7: Kaplanturbine

4. Wie grof ist die axiale Geschwindigkeitskomponente cq3?
5. Bestimmen Sie die abgenommene Turbinenleistung Pr

6. Bestimmen Sie die Schaufelwinkel 85 und 34 des Laufrades.

Gegeben: Q, p,), H h, R;, Ry, Ry, oo

Lo6sung

1)

Die Zustromung ist laut Aufgabenstellung rein Radial, damit hat die Geschwindigkeit ¢
nur eine radiale Komponente: ¢ = ¢,1€,. Der Volumenstrom fiir einstromendes Fluid ist
definiert iiber

Q=—[¢c idS (32)
/

Mit dem Normalenvektor i = €, folgt damit:

2 H

Q:_/Crlgr.grdS:—//CrlRade(p:_27rRchrl (33)
0 O

Se
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was auf die Geschwindigkeit ¢ fiihrt:

L Q.

S 4
AT TR HT (34)

2)

Die radiale Komponente ¢, der Geschwindigkeit ¢; ergibt sich ebenfalls iiber den Volu-
menstrom. Dieser ist fiir ausstromendes Fluid definiert iiber

Q= [¢ idS (35)
/

Mit dem Normalenvektor 77 = —é,. auf S, folgt damit fiir den Volumenstrom:

2r H

Q= /cﬁa - —e,.dS = //(—Crl)Ri dQdy = —27 R; H ¢,o (36)
Sa 0 0

womit sich ¢,9 iber den Volumenstrom ausdriicken lasst:

Q
2m R; H

.
+_ Cyz €,

>
o€,

re —»
Ca
?

(37)

Cro = —

«

Go

Abbildung 8: Geschwindigkeitsdreieck am Leitradaustritt

Die Komponente ¢, von ¢, lédsst sich iiber das in Abbildung 8 dargestellte Geschwindig-

keitsdreieck berechnen: .
u2

|Cra

was mit bereits berechnetem c,o auf die Umfangskomponente c,o fiihrt:

= tan ay (38)

tan am (39)

Cy2 =

QWRZH

3)

Im Bereich zwischen den Stellen [2| und [3] kénnen die Reibungsspannungen vernachlés-
sigt werden (Aufgabenstellung). Da weiterhin auch keine Schaufeln vorhanden sind wird
auf das Fluid kein Drall iibertragen, der Drall bleibt erhalten, was sich iiber die Eulersche
Turbinengleichung mit den Bezeichungen aus der Skizze darstellen lésst durch:

0= RLCug — RZ’CUQ (40)

11



(zu beachten: mit Eintritt und Austritt sind diejenigen Flichen des Volumens zwischen
den Stellen [2] und [3] bezeichnet welches das Fluid durchstromt). Umgestellt ergibt sich
damit die Komponente c,3 zu:

R Q

Cu3z = Cy2

= © 41
R, 27rR.H % (41)

4)

Analog zur Berechung der Komponenten c,o ldsst sich die Komponente cqs wieder iiber
die Definition des Volumenstromes berechnen. Mit dem Normalenvektor 77 = € eribt sich

2w h
Q__/(0935Q+Cu35u3)'59d5_—//RLCdirdcp
0 0

42
(12)
= =27 RL h CO3
was auf 0
= — 4

cas 2 RL h ( 3)
fiihrt.
5)
Die Leistung P des Laufrades ist definiert durch

P=G-M (44)

die, da sie der Fliissigkeit entzogen wird, negativ ist. Somit lautet die Turbinenleistung;:
PT =-—P= —Q . M = -0 gQ : m<recue - rarua)gﬂ (45)

Die Abstromung ist laut Aufgabenstellung drallfrei, damit ergibt sich mit c,, = ¢y =
0,7, = Ry und ¢, = ¢,z fiir die Turbinenleistung;:

Pr=QmRyc,3 :QpQRLLtanag

2

2mH

tan as

6)

Ausgehend von Abbildung 8 14sst sich das in Abbildung 9 dargestellte Geschwindigkeits-
dreieck ableiten.

Uber die Geometrie der Geschwindigkeitsdreiecke ergibt sich:

|wu3| _
[was

tan (3 (47)

sowie wgs = co3 Mit dem Zusammenhang @ = ¢ — « folgt fiir die Komponente w,3 =
cu3 — ) Ry, was mit bereits berechnetem c,3 auf
]cug—QRL|: h 27 QR2h

— tanay —

|cas| H Q

12

tan O3 = (48)
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Abbildung 9: Geschwindigkeitsdreiecke an der Turbinenschaufel

fiihrt.

Fiir den Winkel (3, erhdlt man aus dem Geschwindigkeitsdreieck

tan Oy = Mmit |u] = QR

|cau|

Mittels der Kontinuititsgleichung (cqq = cqq) folgt

27 QR I

tan 64 = Q
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