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Losung Aufgabe 2.1
a)

Im mitrotierenden Koordinatensystem handelt es sich um Hydrostatik. Die hydrostatische

Grundgleichung lautet (Vorlesung 05.05.09):

Vp=Ff Gl. 1
Die Volumenkraft wiederum ldsst sich darstellen als Gradient eines Potentials:

f=-vwy Gl.2

Ineinander eingesetzt und mit dem Richtungsvektor e, multipliziert ergibt sich in

Zylinderkoordinaten:

dp_, 1op_, dp_\ _, ov_, 10¥_, o¥Y_\ _, Gl 3
(Eer %e(p+£ez>-er=—(Wer+%e(p+gez)-er

dp d¥

dar~ dr

Mit dem Potential der Zentrifugalkraft, gegeben durch (siehe Vorlesung vom 12.05.2009)
y = _g(QZFZ) Gl. 4

folgt unmittelbar eine Differentialgleichung fir den Druck in Abhangigkeit des Radius:

GlL.5

dp )
e p(p)Qer

Bei kompressiblen Medien hangt die Dichte auch vom Druck ab, fiir ideale Gase kann dieser

Zusammenhang mit der Gasgleichung p = pRT beschrieben werden. Eingesetzt in Gl. 5 und nach

Trennen der Veranderlichen ergibt sich:

dp Q2 p Gl.6
— =—=rdr
p RT

Integriert und mit der Randbedingung p(r = 0) = p, ergibt sich fiir den Druck in Abhangigkeit des

Radius:

Q*r? Gl.7
p(r) = p,e2RT



Fachgebiet Fluidsystemtechnik Dipl.-Ing. Thomas Bedarff FLUID

Prof. Dr. —Ing. Peter Pelz Mail: thomas.bedarff@fst.tu-darmstadt.de / SYSTEM
Fachbereich 16 Maschinenbau Telefon: 06151/16-6554 / TECHNIK

b)

Der in Gl. 7 verwendete Druck p; hangt von der Winkelgeschwindigkeit ab. Fir Q) = 0 ist p; = py,
flir Q # 0istp; # py. Um vom bekannten Zustand a ( p; = py) auf den unbekannten Zustand b
(p1 # po) schlieBen zu kénnen, wird eine GroRe verwendet, die unabhangig vom Zustand ist. Die

Gasmasse m bleibt konstant, unabhangig davon ob sich die Zentrifuge dreht oder nicht:

m=m,=m, Gl. 8

m=f padV=f p(r)p dV
Vv 4

Mit der idealen Gasgleichung p = pRT ,dem Volumendifferential in Zylinderkoordinaten dV =

rdrd@dz , einer beliebigen Zentrifugenhdhe h sowie p, = py und p;, = p(r) ergibt sich:

h 2m To h 2m To
ff f pTrdrdgodz ff f&rdrd(pdz
00 0 0 0

Setzt man in das linke Integral den in Aufgabenteil a errechneten Druck p(r) ein, so kommt man auf:

Gl.9

.
prg _ ham (gt 6l. 10
Po RT =P RT re r

_ ham( o \RT
“Pipr\¢ 0z

Umgestellt nach p, ergibt sich:
N A Gl. 11
= 2RT — 1
P1 = Po SRT (e >

Der Druck p, errechnet sich mit Gl. 7 und dem nun bekannten p, zu:

02r§ Gl. 12
p2 = p(r =1y) = pse 2R

c)

Die gesuchten Dichten p; und p, und errechnen sich mit den Driicken p; und p, liber die

Gasgleichung
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Losung Aufgabe 2.2
a)

Die Kraft in z-Richtung ist gegeben durch den Auftrieb des umspiilten Kérpers (in Abbildung 1 rot

dargestellt).

Abbildung 1: Ersatzkorper zur Berechnung des Auftriebes.

Sie berechnet sich zu

2
pgrrgb Gl. 13
F,=pgV = —2

Die Kraft in x-Richtung lasst sich berechnen (iber den Druck im Schwerpunkt in y-Richtung sowie der

projizierten Flache ((siehe Vorlesung 05.05.09):

F = psAprojeziert Gl. 14
= pgro2rob

mit ps = Druck in Hohe des Schwerpunktes.

Betrachtet man sich die allgemeine Gleichung fiir die Kraft durch hydrostatischen Druck

ﬁ , Gl. 15
F = —f pndS
s

und setzt 71 = e, so muss die resultierende Kraft F pro Tiefeneinheit stets durch den Schwerpunkt

des Kreises gehen, somit auch die Komponenten F, und F,.
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b)

Der Spalt s sei viel kleiner als der Radius der Walze ry, deshalb kann der hydrostatische Druck Gber

der Spalthéhe nahrungsweise als konstant angesehen werden.

Abbildung 2: Anwendung der Bernoullischen Gleichung

Es wird ein Stromfaden durch den Kanal von der Stelle C bis zu einer beliebigen Stelle X gelegt (siehe

Abbildung 2), die Anwendung der Bernoullischen Gleichung fiir stationdre Stromungen ergibt:

Px+PgZX+gu;2(=pc+ng+gug Gl. 16
Mit uy = uc (Konti) und p¢ = pg ergibt sich fir den Druck py :

Px = Po — PYzx Gl. 17
An der Stelle B ergibt sich mit Gl. 17 ein Druck von

ps = Px(Zx =10) =Py — PITo Gl. 18

Ausgehend von der Oberflache der Flissigkeit ergibt sich die Druckverteilung bis zum Punkt B nach

den Gesetzen der Hydrostatik zu (in Richtung der Koordinate z):

p(2) = po + pg(2ry — zx) Gl. 19
An der Stelle B ergibt sich damit ein Druck von

pg = p(z =19) = po + pgro Gl. 20

Vergleicht man GI. 18 mit Gl. 20, so erkennt man eine Unstetigkeit im Druckverlauf. Aufgetragen lber
der Hohe z sieht man sofort, dass sich die Driicke aufheben, und die Kraft in x-Richtung somit gleich

Null sein muss (Abbildung 3):

F,=0
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2r,

| | >
-rogh 0 +regh  p-pg

Abbildung 3: Druckverlauf iiber der Koordinate z

Die Berechnung der Kraft in z-Richtung erfolgt tUber die Berechnung des Auftriebes. Dies geschieht

Abschnittsweise, von z=0 bis ry und von z=rg bis 2r,.

Ware der Viertelkreiszylinder 1 vollstandig von Flissigkeit umgeben, so wiirde eine Auftriebskraft

von

I
Faq = pgV = pg77ob ol 21

auf den Korper wirken. Da er jedoch nicht komplett von Fluid umgeben ist, muss derjenige Anteil der
Kraft abgezogen werden, die entsteht, wenn man die nicht von FlUssigkeit umgebenen Flachen in die
Berechnung der Auftriebskraft mit einbezieht (siehe auch Ubung 1). Die Kraft muss abgezogen
werden, da sie den Auftrieb des Kérpers erhéht (p - 1 > 0). Damit ergibt sich die Auftriebskraft des

Korpers 1:

T
Fp1=pg Zrozb — pgréb Gl. 22

Auf den Koérper 2 lasst sich die Auftriebskraft analog zu Kérper 1 berechnen. Zu beachten ist hier,
dass die Auftriebskraft des vollstandig von Fluid umgebenen Kérpers erhoht werden muss um
diejenige Kraft, die der Druck auf der waagrechten Oberflache Richtung —z ausiibt. Die Kraft muss

abgezogen werden, da sie den Auftrieb verringert (p - 71 < 0)

s
Fip = pg Zrozb + (=pgréb) Gl. 23

Die gesamte Kraft in z-Richtung ergibt sich zu:

5, (T
F,=Fy1+Fy, =pgrgh (E— 2)



