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����� ������ �������� ���������� ���� �� �� ��������� ��� ���� ���� �!
����������
�� �������
 ����	 �"�"	 #$%	$&	$'	$	$$	(	$)* " +� ������ ��� ������� ��
�������� �������� � ������ !������� �� �
��� ������� ������ ���
��� ���������
� ������� �
��� �����" �
� !������� �� ����������� �� � ,������ ������� ��� ����

����� ,���� �� � ���,��� ������� �! �
� ������� �
��
 �� ������� ,� ��� �����
������������ -�, ��� ��������� ,� �
� ��
�� ����� ���������� ����� " .������
��� 
���� �
� ������������ ������� ,�� 
 �� �
� !������� �� ����� �� ,��
 �������

 ��� �
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� !�������"

� ��
 ������ ��� �������
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+� ��������	 
������	 � ������� �! ,������� ������ ��/���� ������� ����������
,����� �
� ������� �! �������0 ����� ���� �� ������������ ���� �
� ���������
!������� �������" �
� ���������� ,������� ����������� ���� !��� ����������
���������� ��"�"	 ���������� �! ������������ �������� �� ���� �������� ��/���������
�� ������ �
� ���,�,����� �! ���������� !������ �� �� ���� ������� ������� �,������"
������� ��� ����� ��� ������
������ ������������ �
��� � ���� ����� ������ 
��
������� ���� x �
����� �� -�, 	 �
� ������ -�, ������ 
�� ������� !������� f
�
����� �� ����� 	 ��� �
� �������� ������� f(x) �� ,��
 ������� ���
 �
�� ����
��
����� ���� ��� ��!�������� �,��� �
� ��
�� �����0� �����" ��������� �1������
��� �������
���������� ����� ����������� ��
���� #'	2	3*	 ������ �
������ #4*	 ��
���� ������5������ ����� ������ �������� #$2*"

�� ����� ��� �! � ������� !�������	 ������ ��
��� #%*	 � ��������� ������� �.6 
#$(	%	$2* �� ��������� �
�� ��������� �
� !�������	 ��� �������� 
���� �
� ���������
�! �
��� ������� ��������������" .6� ��/���� � 
��� ����
��� �! O(k log k) #$(*	
O(k log2 k) #%*	 ������������ O(k2) #$2* ���������� �����	 �
��� k �� �
� ���,��
�! ����� �! �
� ��������� �������"

�������� #$'*	 � �����
�!
�
� ��� �������������� �! ���	 ��� �������� !��������
���������� �! �������� �! ����� �
����� �� ���������� #%*	 � ������ ����������

���� !�� ��
���	 !�������� ��� ���������� �� � !�� �
������ ����� ���� ��� ��
�
� 
��� ����
��� !�� ���������� .6" 7����	 � ,����� �����
�8 ,������ ��1����
���!������� ���� ��� ��1���� ������� �! �
� ��������� !������� ���
��� ��
�������" ��� ���� ����������� �������� ������������ ��"�"	 �
��� ��������� �,��� 
�� �� ��9����� �
�� !�������� ��� ���� ������ �������	 �
�� �� ���� ���������	
�
��
�
��
� ���� " -��������	 �
��� ������������ ��:��� �
� !�������� ��������; �
���� ����� 
�� ������� ���� x	 ��� � ������� �������� -�, 
�� � ����
������� !���

���� f ∈ F �� �����	 �
��� F ���������� � ����� ����� �! !��������" �� �
� ��� �!
�
� ��������	 ����� �,����� f(x) ,�� ��� �
��
 �����5� f ��� ��������� ��� -�,
�,����� �� ��!�������� �� x" �
�� ���,���	 ������ ������ ��
�
��
 ��	��	
��

�� ���������	
� ��
�
��
� ����
��� 	 ��� ,� ������� �� <��0� �������� �
���
�������0� �������� �� �������� �� �
� ��������� ,�� �
� !������������ �! �
� �����
�� 
�����" ��������� ���� �
� ������� �������� ,�� ��� ���� ����� �
��
 !�������

����� ���
 ���� �! �
� ������� ���
� ��������" =� ����������� �� ���	����������
�
�����	 �"�"	 �������� ������� ��������� ��������� ����� ��� ����

����� �
�����

,��
������� ����������� -�," �
�� ����� �� ������ ���� �� ������� ����������
��
���������� #$3	)	>* ��� ����
?����5�� �� ���� ��������� ������������ �
��� ���!��

����� �� ������� ��� ����������� -�, ��� ,� ������� �� ,�
��� ����

�������
,� ����� �! ����� ��������� �� �����,�� ���� �! ����������"

=
��� ���
��� ,���� �� <��0� �������� 
�� ,��� �������� �� ,������� ,����
�� ���� ������������ ��"�"	 #'	4	2	3	$2* 	 �� ���� �
� 5��� ���5�� �
���� !�� ���

���" �1������� ��� ��������� ���������� ����� ���
��/��� �� ������� � �������
�
��������� !�������� !�� ���
��� �����
�� ���
 � �������� ��� ����� �� �����!�
��� ������������� �������� ���
��� ��������� !�� ��������� ������������"

������� ��	
� �
� ���� �! ������������ �������� !�� � ������� ����� �! !��������
��� ���������� �
�� �9������� ���
 <��0� �������� �� �
� ����1��
�������� �����

��� ,��� ���� �� ������� ��,
��������� #'	4	2	3	%	$2*" ������� �� ��" ���� �
�
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���������� ,������� ,����� �,������� �����@�������� �
��� ��������� ���� ��� ����
�
� !������� �
�� ���
 ����@������� ��������" 7������	 �
�� ���� ������� �
�
�1������� �! ������� ���!�� ���������� ���� ,����� �����	 ���������� ��������	 ��
��������� �������� �����
�� ���
 �
��� ���������� ����	 ,�� �� ��� ���� �1������
�������������" =� �1���� �
��� ,���� ����� ���� � ������� !�������� ��� �������
� ���� ����� �! !��������� ,�����	 ���
 ���
 � �������� �9����� ��������������
���������	 �����������	 ��� �1��� ���� 	 �
�� ��� ,� ��,�������� ���,���� ��
��������� ����
������� !�������� �� ���� ��������� ������������"

�1������ !��������� !�� ������ ����������� ,���� �� <��0� �������� ��� �
�
�������� ��� ������ #$'* ���
 � �������� �1������� �� �
� ��������� ����� #$)*
��� ����
�� �1������� �� ������� !�������� ���
 .6� ���
��� 	 ������ ����

������ #%*" �
� �������� �������� �������� �� ��������� �
�� ��������� �� �
�
,���� �! �
� 
��

����� ������ �������� A���������� B������� ���AB ����� ����


��� ������������	 ��������� ���� �������	 ��� ���� ���� �����������" +� ��������
�� �
��	 ��� �������� ������������ �������
� !�� �������� ������ ��������� ��
�
� ����� �,��������� ����� �! �������� ��� ��� ���� ,� ������� �� !���
�� ��������
�
� ������ �! �������� ��������� ���
 �
� �������� ��������"

�
	 ����	��
���� ��� �
������ =� ������� � ������� !�������� �����
��
���
 � �������� !�� �9����� ������ !������� ���������� �! ����
������� !��������
����
��� �� �
� ����1��
�������� �����"

+� C) �� ������,� 
�� ������ ��� ��� ,� �1������ ���
 ,������� ,����� �
��
�� ���� ����	
��� �����	��	��� ������ ���- �� ����� ��������� ������ ������

���� �! ����
������� !�������� ����
��� " � ��������� ���������,�� ,���� �C3 
�������� �! � 51�� �������� �! ������� ���������,�� ����� ����
 � ����� ���

,�� �! ������ ��� ��� ,� ���������� �� �������� ��8����� !�������� ��� �! �
����� �! !��������" �
� ��������� ������ 
�� �
� ,����� ��� ��������� ��������� 
,�� 
�
 ���
 �
��
 �! �
� !�������� �! �
��� ������������� ����� �! !��������
�
� ,����� ��� ����������" 7���� ����� �! �
� !������� ��� 
����� !��� �
�
��������� �
��� �
� �������� �� ����� ��������" +� C4 �� �
�� 
�� �� ������ �!

5����� ������������� !�� ��-� �
�� ���� ����� �� �������� ����������� �������
��������� ���� ��-� ��� ���� �������� ������������� �
�� ��� �! ������� ��������
!�� ��������� ������������" +� ���������� �� ������� �9����� ��- �������������
�� ������� ��� ���,��� ��� � ���,�� ���
 � ������� ��������" D�
�� �9�����
��- ������������� !�� ����
����� ���������� ���� �� ��,����� ��� ���,���@�
���,�� ��� � ������� ��������	 �������� � ���,�� ���
 � ������� �������� ���
,������ ���������� ��� ����� �� �
� !��� ������� �! �
�� ����� #$4*" ���� �����
���
!��������	 �"�"	 ����������� ��� ��������� ,�����	 �� ���� �� ��������� ��������
!��� #%* 5� ���� �
�� �������" �
� ��������� ���
��� �������� �� �� �9����� ��
<��0� ��� �������� �
��� ��������� !������� ������� �� �
� ���� ����"

+� C% �� ������� �� ������������ �������
� �
�� ������������ �������� ������
���� �
� ������� ��������� �� � ������� ���
 ���� ������ ��� ������� ���� 
����� �
�������� �
��
 �� �
����
��

 �! �
� ������ �! �
� �������� ������" -������ �
�
���� ����� ����������� �! �������� ������	 ��� �������
� ������������ ����������
��������� ����� ���
 ��� ����� ,� ������������� �
�� ���� ����������� �����
�
��
 ������� �� ������� ������� ����" �
� �������� ������������ �������
� �������
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�� ����������
�� ����5������ �! �������� ��� 
���� �� �! ����������� ��������"
�
�� ������������ ��� ,� ���� �� ���,������� ���
 <��0� ��� �������� �� �
�
����1��
�������� �������� �
��� �������� ������ ���
� ,� ��,��� ������ �����
�� ,��
 ������� �� ���� �� �
� ������ �! ������� ����������� -�,"

+� ����� �� ����� ����� �! ���
��� �� ���� ��������� ������������ �� �������
� ������� �������� !�������� !�� ������ ���������� �! ����
������� !��������	
������ �����������	 ,���� �� �
� ���� ����� �������� ��� ������ #$'* �� ��

����,�� �� C2" D�� ������ ���������,�� -���� A���������� B������� ���-AB 
������ �� �����!� �
� �������� �! �������������� ���������,�� ,����� �����
��
���
 �
��� ������������� ������� �����������" � �������� ������������� ���

����� ��-AB ������������ �� �������� ������,�� �� ��������0� ������ 7�������
A���������� B������� ��7AB " �!��� ������������� -�,0� ������ ���� �
� ���

���� ���
 �
� ������������ �������
� ��������� �� C%	 �
� ������� ��� ��������
,� ��������� ���
 �
� ���
��� �������� �
��� 
����� �
� �����������" ����
� .�������� 6������ �.6 �
�� �� ��������� �� ��
��� ��!" #%* ��� ,� ���� ��
� ��- �
�� �� ���������� ���
 � ������� ������� ������5�� �� �7AB " -� ��

����������� .6� �� ���������,�� ,����� ���� ��-AB	 ��� !�������� ,������
� ������� ������� !�������� ����,�� �! �1�������� ���	 ���
���	 ��� ��

��� �� ���� �� ��,������ ���,�������� �! �
�� �
��� ���� ��������� ����� �!
�
� !�������0� ��������� ��� 
����� �� �
��� �� �
� �1����� �� C(" �
�� ��

���� � 5��
������� �����
�8 ,������ ���!������� ��� ������� �! �
� ���������
!�������"

D�� !�������� ��� �������� ��� ,� ������� ����,����� ���
��� ��� ��

��� �� ��������� ��� ������� �9������ �! ������� ������������ ���
 �� �������

���������� ������ �
������ #4*	 ,������ ������ ���������� #'	2	3*	 �� ������ ����
������5������ #$2*" +� C( �! �
�� ����� �� ����������� �� �������
���������� ������
�
������" .������	 ,�!��� ������� � ���� !��� � ,��� � ������ 
�� �� ������
� ��,�������� ������ �! ������� ��!��������" �
�� ��!�������� 
�� �� �����!�
������� �������� �
�� ��� ��5��� ,� �
� ,���" =� �
�� 
�� ���
��� ��� ,�
���� �� �������� �������� �
� ���������
����� �! � ,������� �
��� �������� �
��
�� �
� ������� �! 
�� ����� �� ��������� ��� ��� ���
��� �� �������� �,��� �
�
�������� �! �
� ,��� ���� !�� ������ �
������" +������ �! ����� � .6 !�� �
� �
���
!������� �� �� ��
��� �� ������ �
� �������� �! �
� ������� ���� �! �
� !�������
��"�"	 ��������� �����,���� ���
 �
���
���� ��� ���� 
��� �
� ��������� ���� ��
� .6	 �
��
 �� ���
 ���� �9�����" �
� ����������� �! �
� !������� �� ��-AB
��� ������������� ,� �������� ���� �7AB ���� ���
 ��� ��������" �
�� ��� ,�
�,��������� ��������� �� � ���
����� ��������"

� �
��� �����	�� 
�� ���
���
�
�� ���	�
���

����� �	������� +� �
� !��������	 �� ����������� �� <��0� �������� #$%* !��
���" <��0� �������� �� �!��� ������ �	����� ������
 �������� �� � ���,��� �������
�! �
� �,������ ������� ������������ �
� !������� �� ������� ,� ��� ����� ����

�������� -�, ��� ��������� ,� �
� ��
�� ����� ���������� ����� �� ������,��
�� �
� !��������" ��� ���
 ���� �! �
� �������	 -�, ���� ��� ������ ,�� �������



*������� �
���
 ��� �����
 �� �
���������
 ��
����
� 7;

����,��� ������ �
�� ��� �������� �� �
� ������������� ������ 0 ��� 1	 ������

������" E���	 �
�� �
� ���,��� ������ �� ��� ������ �� �
��
 ����� �
�� ����������
�� �
�� ��� �
���� ��������" -�, ����� �
�� �
� ���,��� ������ �������������
�� 
�� ������ ����,��� ������ �� �����" ��� �����0� ������	 -�, ���� $
���
�!
)
�,������� �����!�� �D� �� ���� ����� �
�� �
� ���,��� ������ ������������� ��

�� ������ ���
��� -�, �������� �
��
 ������� �
� ����" ������������	 !�� ���

���� Gi �! �
� �������	 -�, ������� ��� ����� �� ����� � �	����� 
	��� Ti ���

�
� !�������� ��������; ����� ���,��� ������ !�� Gi0� ������	 Ti ������ �� �������
�
�� �
� ���,��� ����� �! �
� ������������� ������ �! Gi ��� ���
��� ����" �!

��������	 ����� ���� �
� �������� ���,��� ������ �! �
� ����� ����� ��� ���,���
��,��� Ti �� �������� �
� ���,��� ������� ���� ,� ����" �
� ������ ����� �! �
�
������� ��� ��� ���,��� ��� �
� �������� !��� ���,��� ������ �� ������ 0 ��� 1
��� ��,���
�� ,� -�, 	 �
�� ����� ������ ����� �
� ������ �! �
� �������	 ,��
�� ����� ������ �! �������� ����� ����� ���,��� ������ " 6���������� ��� ��������
������� ����

����� ����������� �! <��0� �������� ��� ������ �� #$&*" +� �� ����
�� �
�� �
�� <��0� �������� �� ���� ������ ������� ��������� �����	 �"�" ����1��

������	 �� �
� ���� ������� ����� ����� �� -�, �� ���
�� �
� D� �������� �
���
����� �� ���,�� �� �
��� �������!���� �! �
� D� �������� �� ������ ������� ���������
����� #3	 �������1 �*" �� �9����� D� �������� ���
 ����1��
�������� �� �����
�� #)*"

<��0� �������� �� �
� ������ �! �1������ ��������������� �! ��� ���������
#$'	$)* �
��
 ���� �1���� �� �� ,� ������ ������� ��������� ����������� -�, ���
���
���
�
����	 �"�"	 �������� �������� ��� ���,���	 ����������� �! ���� �! �
��
�� ����5�� ,� ��������� ��� ���,��� ����� ������ ������� ���� 	 ��� �
� ���������
���� ��� ���������" �� ?����5�� �� �
� ������������	 �� ����������� �� �
� �����
<��0� �������� ������� ������� ����

����� -�, ��� ����������� ��������� ����� 
�
��� ���� �
� ������� �� ��������� ��� �� �������� ��� ������"

����� �	������ ��	 ������	����� �
�������� D,�����	 �� <��0� �������� �
�
���,��� ��,��� Ti ������� �! ��������� ����������� �! �
� ���,��� ������ �����
����� �
� ������������� ���,��� ����� ������ �� ����" ����� ��� ��� �
��� ���,���
����� ������ �� ������� �1����� �
� ��� ���,��� ������ ����� ������������� ��
�
��� ����" ��� ��
�� ���,��� ������ ������	 �"�"	 ������� �! �
� ���,��� !�������
��,�� ������ 
����� !��� ����� ��� 
���� �
� ������ ��������� �
� ���� �! �
�
����" �
� ���� ��!�������� ����� ������ �,��� �
� !������� �� <��0� �������� ��
�
� 
������� �! �
� �������	 �"�"	 �
� ��� �
� ��8����� ����� ��� ��������� ���

�� ���� ������ ���
 ���� 
��"

=
�� ����� �,����� � ���,��� ������� !��� -�,	 �
� ��� ����� !��� ��� ��������
�
�� !������������ �
� ������� ���������	 �"�"	 �
���� �! 3
����� ����� ���
� ,� ��
������� ���������� �������" �
�� ��� ,� �1������� �������������� ,� -�, �� ����
����� �! �
� !������� �������	 �� ���� �
�� � ���������	
� ��
�
��
	 �� !������"
-�, �������� 
�� �������� !������������ !��� ,����� ���
 � 51�� �������� �
��
��� �������� ��8����� !�������������� ���
	 ������ ����	
��� �����	��	��� ������
���-� �� �1������� �� C3" �
� ��1���� ������ �! ��!�������� ����� ��� ����
!��� �
� �������� �! � ��- �� �
� ��� �! !�������������� �
� ��- ���
� �������
,�� ��� �
� �����5� !������������ �
���� ��������� ,� -�,"
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���� ���,����� �
��� ��� ��������� !������ �
�� ���������� �! � �������	
�������� ��� �! ������� ��-� ������������ �
� ����
������� !�������	 ���
 <��0�
�������� �� � ������ �������� !�� ���
���"

������������	 �����

����� -�, ��� ����������� 
�� ����� ������ ���� �
� ���

���� ,�!��� ���,���� �
� ������� �! �
�� ��� ������� ����� �� �
�� ����" +� C% ��
���� �� �������
� !�� �9����� ������������ �! �������� !�� -�,0� ��������� ������
�����
�� ���
 �� �1�����" �
� ������������ �
�� ������� �� �
� �������� �! �
�
�������� ������� ,�� ��� �� -�,0� ����� ������ ��� 
���� �
� ��������� �������
���� ��� ������ ���� ��!�������� �� -�,0� ����� ������ �
�� �
� �������� �������"
�!��� �
�� ������������	 -�, �� ������ ����� �� �����!�� �
� ���,��� ������ ���

���������� �� 
�� ����� ������ �� ����� ��� ���� �
� ���� �! �
� ������� �� �������
���������� �� ���� ������������� ��� ����������� "

� ����
�
��� 
�� ����
�
�
�
��

B�� x ∈ [0, 2�) ,� �� �������� �
,�� ������� ����� ��� x = (x1, .., x�)	 xi ∈ {0, 1}
��� ������������� �������������� �� ,�� ������	 �"�"	 x =

∑�
i=1 xi2i−1" �
� ��
�
�

�! x �� |x| = �" =� ���� � ������� ���� ���
 ���
,�� ����� �� " �� �����	

���
� ���� X ���
 �
,�� ����� x �� ����� �� ��� �������� �! � ����� ����1��
,� X [i]	 i = 1, .., � ���
 ������ xi"

� �	
� G ���
 ������ d 
�� d �
��
� ��� ��� ��
��
" +� �� �
� ��������������
�! � ,������ !������� g : {0, 1}d → {0, 1}" �� ������� ����	 � ��
�
	

 �	
� 
��
�� ������ �d = 0 ��� ������� � �������� �����" �
� ���� �! � ���� G	 �������
,� |G|	 �� �
� ���,�� �! !������� ��,�� ������� ������ �� ��������� �
� ����	
������ |G| = 2d" � ���� ���
 e > 0 ������� ��� ������ ,� ���,���� !��� e �����
���
 ��� ������ ��������� �� ���� e · 2d"

=� �������� ������� ������
� ���������� �! ��������� ����� ���
 ��,������ !��

���	 �"�"	 �
� ������ �! ���
 ���� ��� ,� ���� �� ����� �� ��,������ ���� �����"
�
� ���� �! � �������	 ������� ,� |C|	 �� �
� ��� �! �
� ����� �! ��� �����" E���	
������������� ��� ����������� ������1��� �! �9����� ��� ��������� �� ������
�� �
� ���� �! �
� �������"

� ����� Bu
v �� � ��,
������� ���
 u ������ in1, .., inu ��� v ������� out1, .., outv"

Bu
v �������� !������� fB : {0, 1}u → {0, 1}v ������� ����� ������ �� ������

������" -����� ������� �! ��������� ����� ��� ��
�� ��,
,�����" ���� �! ,���� B	
������� ,� |B|	 �� �
� ��� �! �
� ����� �! ��� ��,
��������"

� �����	��	��� �	
� ��F �� � ���� ���
 �� �������5�� !������� ��,��" ����
��	���
� �� �� ���� ,� ��������� � �����5� !������� ��,�� ���
 2d ������� ����
����� !�� ���
 ����� ���,������� " �
� ������� �! �F� ����������� �� � ���������
������� !�� ���������� � ������ ���� �� G������0� .6 ������������ #$(*" �� ������,��
�� �
� �������� �������	 �� ���
��� ��������� ����� �� ��� �,�� �� �1����� �
�
������������� !������� ��,�� �������� !��� �F" �����������	 � �����	��	���
����� ��- �� � ,���� ���������� �! ���������,�� ����� �� ���������,�� ��,

,�����" +� �� ���������� ,� ����������� ���
 �! ��� ��,
��������" �� ������,��
,�!���	 �� ���
��� ��������� ����� �� ���,�� �� �1����� �
� ������� !��� �-"
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� ��
�
���� �����
��
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+� �
�� ������� �� ������� �
� ������� �! ����	
��� �����	��	��� ������ ���- 
!�� ������������ ����
������� !��������" .���� ��� �9����� ��- �������������
����� �� C4 ���
 �
� ���
��� �������� �! C) ������ �� �������� �
� ������� �!
�
� !������� �
��� �
� �������� ������� �� �9����� �� ��� ��������"

��������� �� � ��������� ���������,�� -���� ����� �� 	 �����	��	��� �����
����� �	
 �� �����	���� 
� �����
� 	
� ��
�
��
 f �� 	 ����
 ��	�� �� ��
�
��
�
F �� � ! F = {ADD, SUB}� ��
� 	 ��������
��
� �����	� pf �� � ! f = ADD� 
"� ���
� PPB f ��� 	 ��� ����� �� �����	���� 
� �����
� f #

∀f ∈ F , ∀(in1, .., inu) ∈ {0, 1}u : PPB f (in1, .., inu) = f(in1, .., inu).

�� �1������� �� C) ,�!���	 �� ���
��� �
� !������� �� ,� ��������� �� ��������
�! ������� ��-�" ��������� ����� ������ 
�� �
� ��-� ��� ��������� ������

��� 	 ,�� �
� ����������� �! �
� ��-� ������� �� ,� ������� ��!�������� �!
����������� -�, ��
��0� �
� ��-� ��� ������ ����	
��� ���������,�� " �����
��� ��!�� !��� �
� �������� �! � ��- �� ���� �
� ����� �! �����,�� !���������

����� F ,�� ��� �
� �����5� !������������ f �
���� ,� -�," 7����	 !��� �����0�
����� �! ���� �
� ��- ��� ������� ��� !������������ !��� F ��� �
� ������
�! ��!�������� 
����� ������ �
� ��- �� log2 |F| ,���" ��� � ����
������� !���

���� �
��
 �� �������� !��� ���������,�� ,����� PPB1 , ..,PPBn 	 �
� �������
�! ���
 ��- ��� ,� ���,���� ���
 ��� ����������� �! �
� ��
�� ��-� ���

���� �
� ��1���� ��� ���� ���,�������� ���
� ��� ���� ����� ��������� ��
�
� ����������� ������ �! ��!�������� 
����� �� �
� ����
������� !������� ��
log2(|F1| · .. · |Fn|) =

∑n
i=1 log2 |Fi| ,���" 6������	 �! �
�� �� ��� ����� �����
 ��"�"	

�! �
� ���,�� �! ��-� n �� ���,�� �! �����,�� !�������������� �! ��-� |Fi| ��
����� 	 ����� ���
� ����� �
� ������� !������� ���
 
��
 ���,�,����� �� ���,� �
�
������ ��� �1
������� �����
 �
��
 ���� ,� ���
�,���� ,� ��
�� �����"

$
�����	� %�����
� �.6 ������ ��� ������� ��-� �
�� ��� ,� ����������
�� ������� �� ��,������ !�������" UCk �� ����,�� �! ���������� 	
� !�������
������������� �� � ������� ���
 �� �� k ����� ���
 ��� ������ ���
" .6� �������
���� ����	�� �! �
� ��������� !������� �� �
� �������� �� 
����� ��������" 7��

����	 �
�� ����� � 
��� ����
��� ,� ���������� �
� ���� �! �
� ��������� �������
,� O(k log k) #$(*	 O(k log2 k) #%*	 �� O(k2) #$2* ���������� ����� �
��
 �� �!���
��������,�� �� ��������" ���������� � UC ���������� ���
 � ������� !�������
����� ,� ����������� -�, ���
 � ��� �������� �� ������ ������ ���������� �!
������� ��������� ���
��� " -� ���,����� �
� ��-� ��������� �� �
�� �����
���
 .6�	 ����� ��� 5�� � 5��
������� �����
�8 ,������ �9����� ��- ��������

����� !�� ����
������� !�������� ����
��� ��� ���� �9����� .6 �������������
!�� ���������� ������� !�������� ���
��� �� �1������� �� C("

��� �� ��! �����	
������ � ������
�
!������ �������������� �! � ��-
!�� � ����� �! n ��,������ !�������������� F = {f1, f2, .., fn} ��� �������� ,� ��

����� !��� �
� ��5������ �! ��-� �� A�5������ $ �� �
��� �� ���" $�� " ���

!������������ fi �� �������� ,� � ������� Ci ��� � n : 1 ��������1�� �MUX ��
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!�" ���� 
 **� ��
��������
 !%" �,��

� **� ��
��������


���� �� **� ��
��������
�

���������� �� ������ �
� �������� ������" �
� MUX ,���� ��� ,� �����������
!��� v �������� ��������� ,����� Sn

1 ��� ��5��� �� #%* !�� ���
 �! �
� v �������
�
�� ��� ,� ���������� �� ������ ��� �! �
��� n ������ �� �������"

+! �
� ������� pf �� ����� ,� -�, ,�!���
��� �� ��� �������� ,� ������������
���� �
� ������� �� ������,�� �� C%" �!��� ������������	 ���
 �! �
� v ���������
,����� �������� �! � �
��� �! n − 1 ���������,�� 2
����� ����� �
��
 ��� ,�
���������� �� ������ ���
�� �
��� ��!� �� ���
� ����� �� ������ ���
 #%*" �
� ����
�! �
�� ������ ��- ������������ ��

∣
∣PPBsimple

∣
∣ = 4v(n − 1) +

∑n
i=1 |Ci|"

"#����� ��! �����	
������� &'���

 ��� ��
�
���
��
� ��� ,� �,������
,� �
������ ������� ������� �! !�������������� 
����� �������� ���
 �
� ���� ��� ��
����� � ������� ��������" �
�� ������ �� ��
��� ������ �! �
� ���� ������� C !��
�
� ��8����� !�������������� fi �� �
��� �� ���" $�, " ��� ��������	 �
� �������� �!
�� ����� �� �
� ���� �� �
�� �! � ��,������� ��� 
���� !�� F = {ADD, SUB} �
�
���� �������� ��� ,� ����" -���� �� �
� �������� !������������ f ∈ F 	 �
� ��,

�������� �! C ��� ���������� ��8������� �
��� �
� �������� �� �
� ����" �
��
�9����� ��- ������������ 
�� ����

∣
∣PPBefficient

∣
∣ = |C| ≈ |Ci| �

∣
∣PPBsimple

∣
∣"

=
�� � ������� �������� c �� ������������ ���� � ��-	 �
� �	��� �� 
�� ��
�
�
	

 �	
 
�
 �� ��
�	�
�� ���� ���(� 
������� ��� 
���� �� 
����� !��� �����
�� �
� ���
��� ��������	 �"�"	 �������� �� ���@��,����� �� ����� ���
 � s
,��
�������� c 
��� �
� ���� ��������" �� ������!� ��������	 �� ����������� �
�
����� �! �����,�� !�������������� ���
 ��������� c ��� ����� Fc = {f1c, .., fnc}
!�� F = {f1|c=0, .., f1|c=2s−1, f2|c=0, .., f2|c=2s−1, . . . , fn|c=0, .., fn|c=2s−1}	 �"�"	
Fc = {ADDc, SUBc} �� �
� �1����� ����� �,���" �
� ������ �! ��!��������

����� ������ � ��- ��

log2 |F| = log2 |Fc| + |c| = log2(n) + s bits. �$ 

" ��
	�
	
� #$	
��� �� %������	�
���

+� �
�� ������� �� �
�� 
�� �� ��������� ������� �9����� ��-� �
�� ��� ���!�� ��
��������� ������������ ��!" C( " ��� �
��� ,������� ,����� ��� ������� �����������
�� ��� !�������� !�� ��������� ���
��� ������,�� �� C2" +� �
� !�������� ��
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������� ��� �9����� ��- ������������� !�� 	��
���
�� ����	
��
�; ������� ���
���,��� ��� � ���,�� ���
 � ������� ��������" D�
�� �9����� ��- ��������

����� !�� ����
����� ���������� ���� �� ��,����� ��� ���,���@� ���,�� ��� �
������� ��������	 �������� � ���,�� ���
 � ������� �������� ��� ,������ �����

����� ��� ����� �� �
� !��� ������� �! �
�� ����� #$4*" D�� ���
��� !�������� ����
�������� ��-� !�� ���
���
� )�
�
��
� ��"�"	 ����������� ��� ��������� ,����� 
��� $
�����	� %�����
� !�� �
��
 �� ��!�� �� �
� ��5�������	 ������������	 ���
������������� �� #%*" � ���� �! �9����� ��- ������������� �������� !�� ��������

������ �� ��� !�������� �� ����� �� �
� !��� ������� �! �
�� ����� #$4*"

��� ���
 ��- �� ���� �
� *

���	�� �����!���� �
� !������������ �! �
� ,����	 ���
���,�� �! ������ ��� �������	 ��� �
� ��8����� �����,������� !�� �����������
Fc" �
� *������

	
��
 ������,�� �
� �������� �! �
� ������������� �9�����
��- ������������	 
�� �� ������� ��	 ��� ��� ����" �
� ������ ��� ������ x	 y
��� �
� ��������� ������� �������� �� ������ c	 �
��� |x| = m	 |y| = n	 ���
|c| = s" �� ������!� ������������ �� ������ �"�"�"�" m = n	 ������������ m = s
�� �
� !�������� ������������" �
� ��
�� ����� ��� ������ ,� ������� !��� �
��� ,�
������� �
� �
����� ����� ���
 ����� ��� ���������� �������� ������ �!��������
�� ������,�� �� C%" ������	 ��������� ����� ��� ����
�� �1����� �
� �
���� !�������
fc ∈ Fc	 ��� �
� ����� �! �
� �����,�� ��,����� ������� �������� c ∈ {0, 1}s	
!��� �
� �������� �! ��� ��-" �
� ������ �! ��!�������� 
����� ������ �
�
��- �� ����� ,� �/������ �$ "

�
� ���� ���� ���������� �9����� ��- ������������� �� �� ���,��� !���

����������� �
�� 
��� ������������ �/�������� ��������� ��5������� �
�� ��������
��������� ���� ���������,�� ����� �! �/�������� ����������" �"�"	 ���������� �!
��� m
,�� ���,��� x, y �! ,�������
 m ��� ���� �� �/��� �� ��5��� ����������� ��

(x ≤ y) ⇔
(
(xm < ym) ∨ (

(xm = ym) ∧ ((xm−1, .., x1) ≤ (ym−1, .., y1))
))

. �) 

=
��
�� ��� ���,��� ��� ������� �� �/��� �� ��5��� ����������� ��

(x ≥ y) ⇔
(
(xm > ym) ∨ (

(xm = ym) ∧ ((xm−1, .., x1) ≥ (ym−1, .., y1))
)

�' 

�
��
 �� ������������ �/�������� ��� ���������� ���� �
� ���� �������� ����" )�,  "

$�� ��!%��&� � ��� �	� '(� )
���	�

*���	���� +��,� -+�..� PPBCOMP ���������� z = f(x, y) = x �� y	 �
���
�� ∈ {<, >, =,≤,≥, �=} ��� |z| = 1" �
� ������������� ����� �! !�������� ��
F = {L, G, E, LE, GE, NE}"

*� ����������� +��,� -+�..� �������� �! PPBCOMP �������� �! � �
��� �!
m ���������,�� ����� PGi �!��� ��������� ���
 ����� ,��� xi	 yi	 ��� �����
��
ti−1 ��� ������ �����
��� ti" �
� ������ �! PPBCOMP �� z = tm ��� �
� 5���
����� t0 = 1 ��� ,� �������� ������������ ���� PG1" �
� ����� ti ����������
�
��
�� !�� �
� i ����� �����5���� ,��� x<i = x mod 2i ��� y<i = y mod 2i �
�
������������� �������� �� !��5���� �ti = 1 �� ��� �ti = 0 " +� �
� !�������� ��
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������,� �
� ����������� !�� �
� ����� =	 ≤	 ��� ≥H �
� ������������� ����� �=	
>	 ��� < ��� ,� ������ ������� !��� �
�� ,� �������� ������ tm �� PGm" +� ����
f = E	 PGi �� ���������� �� ������� ti = (xi = yi)∧(x<i = y<i) = (xi = yi)∧
ti−1" �����������	 �� ���� f = LE	 PGi �������� ti = (xi < yi)∨[(xi = yi)∧ti−1]
��� �� ���� f = GE	 PGi �������� ti = (xi > yi)∨ [(xi = yi)∧ti−1]" E���	 �
���
!������� ��,�� ������� ���������� �1����� �� �
� ��������� ��5������� �� �/������
�) ��� �' " �
�� ,���� 
�� ���� |PPBCOMP | = (m − 1) · 23 + 22 = 8m − 4"

$�- ��!%��&�� � ��� �	� )
���	 (��/ �	����� ��������

*���	���� +��,� 0+�..� PPBCOMPc ���������� z = fc(x) = x �� c	 �
���
�� ∈ {<, >, =,≤,≥, �=}	 c �� � ������� �������� 
����� ������ ��-	 ��� |z| = 1"
�
� ������������� ����� �! !�������� �� Fc = {Lc, Gc, Ec, LEc, GEc, NEc}"

*� ����������� +��,� 0+�..� �������� �! PPBCOMPc �� �1����� �
� ����
�� �
�� �! PPBCOMP ������,�� �� �
� �������� �������	 
������	 ���
 ���

������,�� ���� PGi 
�� �� ����� !�� yi �
��
 �� �������� ,� �
� �������� ���

����� ci" �
� ����������� �� �
� ���� �� !�� PPBCOMP ���
 �������� ci �������
�! ����� yi" �
�� ,���� 
�� ���� |PPBCOMPc| = (m − 1) · 22 + 21 = 4m − 2"

!�" 	
�
����
 !%" ���� �#�

���� �� **�?+@A*�

& �

���
���� � ' (����
� ��
��)��! *�� ������#

=� 
��� ����������� � ������� !�������� !�� ������ ���������� �! ����
�������
��������� ����
��� ������ )	����	���) � ,� �1������� �
� �������� ���

� ����� ���*� �� ���� �% 
 ��� '��
 ��' �� ��������������	������
�������������&
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!�������� #$'*	 ,��
 ������� �� I�G�" �������� �������� ��� ���������; �
�

��

����� ������ �������� A���������� B������� ���AB ������ ����� �� ����

�!� �
� !������������ �� ,� �������� ���
 �������� ����� !��� ��
�� 
��

�����

������� ����������� ��������� ���� G7AB �� G������ ��"�"	 �����,���	 ������	
����������	 ����
�����
 ��� ����� �1���������	 ������� ����������	 ���" " ��������
��������� �
� !������� ������,�� �� ��AB ��� ������������� �����!���� �� ����
� ,������ ������� ������,�� �� ��������0� ���
����� ������ 7������� A����������
B������� ��7AB " �
�� �������� �������� �! �����	 ����� �����	 �����	 ��� ���

��� ����� ����" .���� �
� �7AB ������� �� ����� !�� ,��
 �������	 ����� ��� -�,
������ �
��� ���������� �������� �! �
� �������� ������� ����������� �� �1�

���� �
� ���
����� ��� ��������" �
��� �������� �������� �
� !������� �� �
���
���������� ������� ������ ���� � �6� ����������"

���	 ��1��� �	���(�	
� +� �����������	 �� �1���� �
� �������� !��������
#$'* �� ������ ���������� �! ����
������� !�������� �
�� ��� ����� �� -�, ����" +�
�
� !�������� �� ������,� �
� ����:�� �! �
� ����������� !��������" -�, ���

����� 
�� ����
������� !������� !��� ������� ������,�� ��������� ���������,��
,����� ��� ������,�� �� C4 �� ��� ����� �������� ������ �����	��	��� �����
+������
��
 ,	
��	�� ����+,� �1������� ����� �� �
�� �������" D�� �����������
�������� ������������� ���������� �
�� ��-AB ������� ���� �� �7AB �������"
�������������	 �7AB �������� �
�� ��� ��������� ,� �
� �������� �������� ��������
!��� ��AB ������������ ��� ,� ����" -�,0� ������� ����� ���� �� �������������
������������ ���� �
� �7AB ������� ��� ��������� �!�������� ,� �
� �����������
������� ��������� �� ������,�� �� C% ��������� �� � ������� �7AB �������" �
��
��������� �7AB ������� ����������� �
� ���,������� �! -�,0� ����
������� !���

���� ��� 
�� ������� ���� �� ��������� ,� �
� ����������� ������� �����������
��� �
��
 �� ���� � ����
� ����5������ �! �
� �������� �� !�� ����
�������
!��������; +� ����������� �� �
�� ��� ������ �
� �7AB ������� ,�� ��� �����"
�
� �������� �! �
� ������� �,�� ���
��� �
� ����� �! �
� ����� �� ���� �� �����
��� �!�������� �
� ���
��� �������� �� ������,�� �� C) �� �1������ ,������
����� ��� -�, ���� � �6� ����������"

���
	� �	�,	������� !���
 ����	� ���� 2��,
�,� +��!�2.� D��
��� ��-AB �������� ������ �� ������ �����!� ����
������� !�������� ,� ���

,����� ��8����� ��-�" ��-AB �1����� �
� ,���� !������������ �! �7AB �� �����
����� ������ 	 �����
����� �����	
 	 ��������� ���������,�� ,����� ���	�
 	
���������,�� ����� ����� 	 ��� ������ ����� �	����� " �
� !����� �����5��

���� �! �
� ��

	� �! ��-AB �� �1������ -�����
E��� ���� ��-E� �� �����
�� �
� !��� ������� �! �
�� ����� #$4*" +� �
� !��������	 �� ,���:� ������,� �
�
���	

��� �! ��-AB" ������ ��� ���" 3 !�� �� �1����� ��-AB ����������� �! �
����
������� !�������" �� �� �7AB	 ���
 ���� �! � ��-AB ������� ������ ���

� ���� ���,�� ,�������� ���
 0" +� !�������� �����	 �
�� ���,�� ��!��� �� �
�
������ �! �
� ������� ��5��� �� �
�� ����" B��� �������� ����� ���
 ��"

� ��-AB ������� ������ ���
 �
� ��5������ �! ������ �� ����� �����
 ���	
�
��� �����
 ��5��� !��� �
��
 ����� �
� ����� �� ����� ������ �� �	� " �
�
�������� ��������� ��� �����5�� �
�� �
� ����� �������� �! w ,��� ���!���� w = 1 "
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�!��������	 �
��� ����� �! �������� ��� ,� �����5�� 
 ����	 ����	
	 ��� ��	�
;
� ���������,�� ���� �� ��5��� �� ���� �� ���
��� � ������	 �
��� ��
�� ��
��� ���� �! ������ ��� ���� �� �
� ����������� �! ��� !������� ��,��" � ���� �! ��
��
��� ,� ������� ���� � ������ ���
 ����	
 ���
���" �
� ������ ����� �! � ������
��� ,� �������� ��� ����	
������	 �"�"	 ��� ������� �
� ������ ���� �! ������ 4"
� ��- �� ��5��� �� ��	�
 ������� 	��  �! �� ������� � ���
	��	 �
���
����� �� �
� ���� �! �
� ��- ��"�"	 �	!� !�� PPBCOMP ������,�� �� C4 	  �!
�����5�� �
� ���,�� �! ������ ,���	 ��� ����� �� �
� ���� �! ����� �������" �
�
����������� �! �
� ��- �����5�� �� ��
	� ������� �� �
� ���� �! �
� ��-
�����" ��� ����� �! ��-� ����� ��� ������������� ����������� ����������
��
	� ������,�� �� ��-AB ��� ����� �� �
� !��� ������� �! �
�� ����� #$4*" �������	
������� ��� ��5��� �� 	����� �����
 ����	 �
��� �����
 ��5��� �
��
 �����
�,����� �
� ������ ������ �� �	� ��� ���� �� �
� ������ �� ,� ������"

+ '���
	
�
���

D�� ������� !�������� ��� ����� !�� ���
��� ��������� �� �
�� ����� ��� ,�
���� �� �����!� ��� ��������� ���� �������
���������� ������������" �1������
��� ���
��� ������ &�	��	
��
 #'	2	3*	 ����	�����������
� %����
 %�����
� #4*	 ��
�����,�� ������ ���������� �! ����	
� -���	� -�
����� #$2*"

+� �
� !�������� �� ����������� �� �������
���������� ������ �
������ #4* �
��

������������ 
�� �
� ��������� !������� ��� ,� ����������� ���� ����
�������
��� ������� ����� �
��
 ��� ,��
 ��������� ,� ��� !��������"

�	����1��	���	���, �	���� �/��
��,� ���������	 ,�!��� �������� � ���� !���
� ������ �-�, 	 �
� ������ ����
����� �! �
� ,������� ������ �� �
����� �� 
���
�
� ���5����� �
�� �
� ���� ,� �,�� �� ��� �� ,��� �����" �
� ,������� �� ����� !��

�� ������ ������ �
�� �������� � ����� ������ �! ������� ��!�������� ���������
!�� �1����� ������	 ���	 ������	 ������	 �� ��
�� ��������� ��!�������� ���� 
��
���� ����� ����� �
� ����	 �
� ���,�� �! �������!��	 �� �
� ���,�� �! ����
��������" 7������	 ��������� �
�� ���� �
���� ,� ������� �� �
� ������ ��� ���
������ ,� � �����,�� ������������ ��	 ���� �����	 ���
����� ��������� ��� ������
�������� ����� ���� ���
 ������� ��!�������� �� ��������� �� �
��� �������"

������������	 �
� ���������� �������� �! �
� ������ ��� 
��
�� ��������� ��!����

���� �
�� ���� ,� ��������� �� ���������� �! �
��� ��� ����� ���� �! ��������������
�������� �� ���� �! ����������� !�� �
� ������"

�� ��������� ,� ������� �� ��" #4*	 �
�� �������� ��� ,� ������� �� ���
���	
�
��� ����� ������ 
�� ������� ������ ������ ��� -�, ��������� 
�� ����
�������
!������� �
�� �
���� �! �
� ������ ������ !��5��� 
�� ��������" �� ������ �
�� �����
������ ������� ���� ���� �
� ���
��� ��������	 �
� ���
��� ������,� 
�� ��
������� �
� �,������� �����!�� ���� ,� � 6����� ������ ������	 �"�"	 � �������
�
��� �����	 �
�� �
���� ��� ��������� �����0� ������ �������"

-�,0� ����
������� ������ �
������ !������� ��� ,� �1������� �� ��� !��������
!�� ���
��� �� �
��� �� �
� ���� �1����� �! ���" 3 �
��
 �� ��� �� �����
����������� ��� �������� �� ���� �
� �������� �������� ,�� ������ �� �
�� �
�
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���� �� �)��� 
 ��� *�������*�
�
���
# +�
'�� +�
�$�
#

���� ��������" �
� ����� ���� �! �
� ������� ���!���� ���� �,����� �����������
�� �����0� ����	 �"�"	 ������� 
�� age ���
 � ������� ��������	 �� ���,��� �
��
������ ���
 
�� gender" �
� ��������� ��!�������� �� �
�� ���� �! �
� !�������
��� �
� ������� ���������	 �"�"	 ����� ������ ���� �� !����� ������� �gender = 1 
�
�� ��� ������� �
�� 65 �age < 65 	 �
��
 ��� 
����� !��� �����	 �
����� �
�
�,����� �������� ��� ��!��� ,� ��������"

�
� 
��
�� ��������� ���� �! �
� !������������ �
�� ���,���� �
��� ������� ��

������� �� �
� ������ �! ������ ��/������ �creditJreq �� 
����� �������� !���
����� ���
�� �
� ��������� ������� UC" �
�� ��- ��� ,� ���������� �� ���

���� 	
� !������������ �������,�� ,� � ������� �! �� �� k = 50 ����� ���
 ��,�

����� ��������" �
� �����5� !������������ �������� ,� -�, �� �
� �7AB �������
������,�� �� "��#��	 �
��
 ��� ������������� ,� ��������� !��� � 
��

�����
����������� �� ��AB ���
 �
� �������� ��������"

�
�� �1����� �
��� 
�� ��� !�������� !�� ���
��� ��� ,� ���� �� �����

���� �� �����������
�����5�	 �������,�� ������8 ,������ �9������ �
��� ������

��� ���������� ��!�������� ����
��� ���
 ��-� ��� �������� !������� �������
���
��� ���
 .6 "

��� �	���� �� ������" ��� �����"� ��������� �
� �������� �! �,�����
����� �! �
� !������������ �
��� 
����� �
� ��������� ����� �� � .6 ������� �� �
������� ������� �� .6 ����
��� ��� ,� ��,���������� ������� ��� �� ���� ���������
����� k ��� ���� ������ ���� .6" �
�� ������� ���� �! �
� ��������� ������� ��������
���������� ���� ������������� �������� �� 	
� �������

	
��
 �! �
� ����������
���
��� �������� �� �
��� ���!������� ���� ,� �� ����� ������ �� �
� ���� �! �
�
��������� �������"

�� �������� �1�����	 ��,�� $ �
��� �
� ���,�� �! ����� �
�� ��� ,� ����� ��
�
� �������
���������� ������ �
������ �1����� �! ���" 3 �������� �� 
����� �
�
!������������ �������� �� � .6 �� ��
���" ��� ��8����� ��1���� ���� k ���� � 
�! �
� ���� �! �
� !������������ �
��
 �� 
����� �� .6 �� ���� �
� ��
�����
���!������� ������������ �
�� �1�������� �
� �,����� ���� �! �
� !������������
���� �
� ����� ���� �! �
� ������� �COMPc ,����� ��� BOOL ,���� �� ���" 3 "
+� ��� �1�����	 �
��� ,����� ������� �! 14 �����	 �"�"	 ��� - �������� �
� !�������
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����
 �� 	�����
' �+ @�
��
�' �
 ��
 �)��� 
 �� ��#& <

6" ���
� ��''

 �
 �+� k 25 50 100

�" ���
� 
)�����
'� 14/(k + 14) 35.9% 21.9% 12.3%

+" �+ ��
��
�' �
 *����� !�+ ���
" 1, 861 !A;" 3, 720 !A;" 8, 264 !A;"

4" �+ ��
��
�' �
 �*����� !�+ ���
" 850 !A9" 2, 571 !A;" 6, 797 !A;"

�" 	�����
�

� �*����� ��& *����� 1, 011 !54.3%" 1, 149 !30.9%" 1, 467 !17.8%"

�! �
� !������������ �
��
 �� ��������; 14/(k+14)" ��� 6 �
��� 
�� ���� �����
��� ������ �� 
��� �
� �
��� !������������ �! 14+k ����� �� � .6 ���
 24 ������
�!�� creditJreq	 age	 ��� gender ����� �
� ���� �9����� .6 ������������ �!
#$2* �
��
 �� ������� �� ������
����" ��� A �
��� 
�� ���� ����� ��� ������
�� ��������� �
� .6 �� ��� ��1�� �������
 �� �
��� �� ���" 3	 �
��� .6 
��
18 ������ ��� ��������� k �����" �
� ��������� ������������ �������� �� �
�
��
��� �������� ���� � ��������� �
� !������� �! �
� ����� �1������� ���� - 
�� �
� ���,�� �! ������ ���� .6 �� ���� �������"

, -��
�
.
�
�� �* %
�	�
�� )
�/ %����
�� ������

=� ������,� � ������� ������������ �������
� �
�� ������������ �������� ������
���� � ,���� ���,
������� B" �
� �������� �! �
� ��������� ��������� ,���� Bopt

�� �
����
��

 �! �
� ������ �! �
� �������� ������ ��� ��� ���,�� �! ������ ���
���� ��� �������	 �"�"	 �
� ���,�� �! ����� ������������ �
��� ������ �� ������� ��
�
��� �� ���" 4" -������ �
� ���� ����� ����������� �! �������� ������ ����� $ 	
��� �������
� ������������ ���������� ��������� ����� ���
 ��� ����� ,� �������

������ �
�� ���� ����������� ����� ������ ) ��� ' 	 �
��
 ������� �� � �������
������� ����" �
� ������������ �������
� �� � ���
����������
�� �����!��������
�! �������� ��� 
���� �! ����������� ��������" �� �������� �� C)	 ��� �����,��

!�" � ��$ ���� ��
���
� �
���� in3 �
' in7 !%" � ��$ ���
� �����������


���� �� �)��� 
 ��� ������� �����������
 ���� 6 #������ 9
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����������� �� �� ��� �
�� ������������ �� ������� <��0� ��������" +� �
�� �����

������	 �������� ������ ���
� ,� ��,��� �������� ������ ����� �� ,��
 �������
�� ���� �� �
� ������� ������ �! �����

����� ������� ����������� -�, ��! �����
�� �
� ���� �! ������������ �! �
� ���,��� ������� "

'�	������,1� �
� !�������� ����������� �� ���������� �� ���" 4�� " ������ �
�
����� Gi	 i = 1, .., n �! � ,���� B ��� ���,���� �� ����������� �����	 �"�"	 ���� Gi


�� �� ������ �
�� ��� ������� �! ����� ���
 ������ ����1 Gj>i" D�
������	 �
��
����� ��� ,� �,������ �9������� ��� ����������� ������� �� O(n)"

�� ��
��
 �	
� �� � ���� �
��� ������ �� ���� �� ������ �! B" ���������	 ��
�
��
 �	
� �� � ����	 �
��
 
�� �� ����� ��� ����� �
�� �� ���� �� ����� �! B" ���
���� Gi	 pred(Gi) ������� �
� ��� �! ��� ������������	 �"�"	 ����� �
��� ������ ��
�� ����� ���� Gi" �����������	 succ(Gi) ������� �
� ��� �! Gi0� ����������	 �"�"	
����� 
����� �
� ������ �! Gi �� �����" �
� !��
��� �! � ���� Gi �� �
� ���,��
�! ��� ����������	 �"�"	 fanout(Gi) = #succ(Gi)"

� ����3������ =� ��!�� �� �
� ������� �1����� �! ���" 4 �
�� ��������� � ,����
B ���
 �������� ������ in3 ��� in7 �� �
� !�������� ����������� �! �������
� $"

�
�� . � &����
	
� ��
�
	

 �
��
� �
� 5��� ���� �! �������
� $ ����������
��� �������� ������ cj 	 j = 1, .., c �! ,���� B ���
 ���������� �������� �����
vj ∈ {0, 1}" ��� ��� ����� Gi ���
 ������ di 
����� cj �� ki
�
 �����	 �
� !�������
��������������*� 
�+Gi4 ki4 vj. �� ������ �
�� ���������� �
� �������������
����� �! Gi" D��� �
� ����� �! �
� !������� ��,�� �! Gi ���
 ����� vj �� �
� ki
�

�������� ��� ���� �
��� �
� ��
�� ������� ��� ����������	 �"�"	 �
� ����5�� ���� Gi′

�������� gi′(in1, .., inki−1, inki+1, .., indi) = gi(in1, .., inki−1, vj , inki+1, .., indi)"

5�,�	��/� �� D������� ,���� B ���
 �������� ������

�����? � ��$ B �� #��
� G1, .., Gn �
 ���� �#��� ��'
�
������? @������
' % ��$ Bopt

�
���
�  �������� ���	���� �����	�

�
���� ��
�
	

 �
��
� cj ��
� ��
�
	

 �	��� vj 
�	
 	�� 
�
 ��
��
� �� B �

�
���� �	
�� Gi �	��
� cj 	� ki�
� �
��
 �


�� ����
!
��������"Gi # ki# vj$

�  �������� ���!������ ����	 ���� ��� ������

�
���� 
�
���
��
 �	
�� Gi ��
� di = 1 �

���
����
��%���"Gi$

�  �������� ������ ����	 ���� ��� ������

�
���� ��
��
 �	
�� Gi ��
� di = 1 �

�
� {Gp} = pred(Gi)
�� Gi �� 
�
 �
��
 �	
� 	
� fanout(Gp) = 1 �&
�
���
����
��'�
�"Gi#Gp$


��
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|Gi| �
����� ,� � !����� �! ��� !�� ���
 �! ��� �������� ������" B�� #ci ������ �
�
���,�� �! ��������� �! �
� di ������ �! Gi	 �
�� |Gi′ | = 2di−#ci �!��� ���� $ �!
�������
� $ 
�� ���������� ��� �������� ������" ��� �� �9����� ��������������
�! �������
� $ �� �� ������� �
�� ��������������*� 
�+. ���� ��� ���� �
�
������ !������� ��,�� �! � ���� Gi !�� ���
 ����������� �! � �������� ����� �� �
��
����� ������ �� ������� O(#ci · |Gi|) !�� ���
 ����" +������	 �
� �������� ������
��� ������ �� ������� O(#ci) ��� �!�������� ��� �������� ������ ��� ����������
�������������� �� ������� O(|Gi|) ,� ������� �
� ������������� �������� �!
�
� !������� ��,��" �
�� ������� �� ������� O(|Gi|) ��� ����" 6������� �����
Gi′ ���
 di′ = 0 ��� ���������� ���� �
��� ���������� ,� ����������� �������
��������������*� 
�+Gs4 ks4 gi(vj). !�� ��� Gs ∈ succ(Gi′) 
����� Gi′ �� ks

�
 �����" +! �������� ���� Gi′ �� ��� �� ������ ���� �� �� ���������� �!��������"

+� �
� �1����� �! ���" 4	 �������� ����� in3 �� ����� ���� ���� G1 �
��� ���� ��
������� ,� 
��! �
�� ����������� �
� ������ ����� �k1 = 2 " �
� ��������� ����
G′

1 
�� ��� ���
�������� ����� in2 ��� 
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