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Verallgemeinerte Pullbackkonstruktionen bei
Semi-Thuesystemen und Grammatiken?)

Von HeErMANN WALTER?)

1. Einleitung

In [1] wurde gezeigt, daB sich iiber der Kategorie der ebenen Netze [2] zu
zwei gegebenen Semi-Thuesystemen stets ein Semi-Thuesystem konstruieren
1aBt, so daB man nach Ubergang zu freien X-Kategorien ([2], [3]) ein Pullback-
diagramm in der Kategorie aller X-Kategorien und X-Funktoren erhilt. Diese
Konstruktion ist eine direkte Verallgemeinerung der entsprechenden Konstruk-
tion des direkten (oder auch kartesischen) Produktes bei endlichen Automaten.
Es ergab sich ferner analog wie bei endlichen Automaten ([4]), daB die Zerlegung
eines Semi-Thuesystems als Pullback iiber der Kategorie der ebenen Netze
effektiv durchfiihrbar war, sofern dieses Semi-Thuesystem iiberhaupt zerlegbar
war.

Um entsprechende Operationen bei Chomskygrammatiken ([5], [6]) durch-
fithren zu koénnen, ist es niitzlich, eine weitere Verallgemeinerung zu betrach-
ten, die darin besteht, gewisse ,,Unter‘‘-Semi-Thuesysteme bei der Konstruk-
tion festzuhalten. Wir werden zunéchst zeigen, daB sich die gleichen Sitze wie
in [1] auch bei dieser Verallgemeinerung ergeben. AnschlieBend werden wir drei
sich aus dieser verallgemeinerten Pullbackkonstruktion ergebende Operatio-
nen bei Chromskygrammatiken diskutieren.

DaB es niitzlich ist, derartige Konstruktionen und Operationen zu verwenden,
erkennt man daraus, da man mit Hilfe von Zerlegungen nach solchen Opera-
tionen die Struktur einer Grammatik erheblich einfacher beschreiben kann. Im
Hinblick auf Vereinfachungen des Wort- und Analyseproblems bei Grammati-
ken vergleiche man [1].

2. Einige Hilfsmittel

Ein Sems-Thuesystem S ist ein Tripel 8 = (A(S), P(S), |—s) bestehend aus
einem endlichen Alphabet A4(S), einer endlichen Teilmenge P(S) = A(S)* X A(S)*
und der Ableitungsrelation |—g ([6]).8) Bei einer algebraischen Betrachtungs-
weise ist es niitzlich, anstelle des Produktionensystems P(S) eine abstrakte
Menge, die wir wieder P(S) nennen, zusammen mit zwei Abbildungen Qg und

!) Die vorliegende Arbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft im
Rahmen des von Professor Dr. G. Horz, Saarbriicken, geleiteten Forschungsvor-
haben Ho 251/5 geférdert.
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Zs von P(S)in A(S)* zu betrachten (Qs ist bei dem urspriinglichen Produk-
tionensystem die Projektion auf die erste Komponente, Zsdie Projektion auf die
zweite Komponente), wir schreiben also: § = (A(S), P(8), Qs, Zs, —s). Durch
diese Schreibweise haben wir den Begriff des Semi-Thuesystems nur unwesent-
lich verallgemeinert.

Eine Chomskygrammatik G ist dann ein Tripel @ = (S, a, ¢) mit einem Semi-
Thuesystem S und zwei disjunkten Teilmengen @ und e von A(S) (@ Anfangs-
symbole, ¢ Endsymbole) ([6]). Nach G. Horz [3] kann man nun einem Semi-
Thuesystem S eine freie X-Kategorie F(S) so zuordnen, daB gilt: w |—g v gilt
genau dann, wenn H g (w, v) = & ist (H #s)(w, v) = Menge der Morphismen
von F(8) mit Quelle w und Ziel v).

Ferner gilt: Hat man einen Homomorphismus A: A(S)* — A(S')* und eine
Abbildung &: P(S) — P(8’), die den Relationen

h(@s, Zs(r) = Qs Z(h(r)) fir re P(S)
geniigen, dann induzieren diese beiden Abbildungen (in eindeutiger Weise) einen
X-Funktor F(h): F(8) - F(8'). (Dabei seien S und S’ zwei Semi-Thuesysteme).
G. Horz hat nun bewiesen, daB jeder Morphismus f von F(8) (S gegebenes
Semi-Thuesystem) eine sequentielle Darstellung
f=0gy X1 X1g)o---0(ly X1, X 1y,),
mit
s=0, w;, v; € A8)* wund r;e PS) fir ¢=1,...,s,
besitzt.!)
Man nennt diese Darstellung kanonisch, falls firallel =1, ...,s — 1 gilt:

L(v Q(r)) > L(v141) %)
gilt. G. Horz bewies, daB ein Morphismus hochstens eine kanonisch sequentielle
Darstellung besitzt.

G. Hotz hat nun ferner gezeigt, daBl folgendes gilt: Besitzt S eine der beiden
folgenden Eigenschaften:

1) Zg(r) =[O furalle re P(S) oder

(2) Qs(r) £ 1 furalle re P(S),
dann besitzt jeder Morphismus f eine (und daher nur eine) kanonische sequen-
tielle Darstellung.

In diesem Falle wollen wir S reguldr nennen. Beachte, dal die zu Grammati-
ken gehorigen Semi-Thuesysteme stets regular sind.

Die zu einer Grammatik @ = (S, a, ) gehorige Sprache L = L(@) ist definiert
durch

L(@) = {w € 0% | Hp(s)(a, w) = U Hps)x, w) = I} -
[.33/2

3. Die Existenz von verallgemeinerten Pullbacks von Semi-Thue-
systemen

Bevor wir den Begriff des Pullbacks definieren, bendtigen wir einige einfache
Bezeichnungen.

1) Bei Kategorien ist 0 die ,,Hintereinanderausfithrung* und X die ,,Parallelaus-
fihrung‘‘ von Morphismen, @, Z sind die zugehorigen Quell- bzw. Zielfunktionen
der Kategorie.

2) Mit L bezeichnen wir die Wortldnge in A4(S)*.
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Sei T ein Alphabet, dann sei
8(T) =T, @, B, D, ) »
8(T) = (T u {1}, (T v {1})* x (T u {1})*, 1, Ps, 1)

(p, ist die Projektion auf die erste, p, die Projektion auf die zweite Komponente.
Wir haben stillschweigend angenommen, da8 1 ¢ T ist).
Die zugehorigen freien X-Kategorien bezeichnen wir mit

F(S(T)) = @(T) wund F(S(T)) = WT).
Ist T = @, so ist N(T) = N die Kategorie der ebenen Netze. Betrachte zwei
Semi-Thuesysteme S, und S. Wir schreiben S, = S, wenn gilt: 4(S,) = A(S),
P(S,) = P(8), Qs, = Qs/P(S,) und Zg, = Zs/P(S). Entsprechend schreiben
wir: F(S,) € F(8). Dabei ist ,,‘“ der durch die Inklusion induzierte X-Faktor.
Betrachte nun ein festes Semi-Thuesystem §,. Dann wird eine Kategorie
X catSo durch folgende Angaben definiert:

(a) Die Objekte der Kategorie sind Diagramme der in Abb. 1a dargestellten
Form (S Semi-Thuesystem);

0) F(So/ b) F(Sg)

n 2R

F(S) F(S)

Fs' Abb. 1

(b) die Morphismen der Kategorie sind X-Funktoren ¢: F(8) — F(S), die
das in Abb. 1b dargestellte Diagramm kommutativ machen.
Man spricht dann von Funktoren unter S,.

Bemerkung. Ist §; = @(J), so ist X cat’ die Kategorie der freien X-
Kategorien und X-Funktoren.

Wir wollen nun die Existenz von Pullbacks in X cat® beweisen. Ein Pull-
backdiagramm in einer Kategorie C ist ein kommutatives Quadrat

01+ h o
1
()1 fa
)
Og+ Og
g2

in C, das folgende universelle Eigenschaft besitzt: Seien A;: o’ — o, und &,:
0’ — 0, beliebige Morphismen von C mit g, b, = g, h,, dann gibt es genau
einen Morphismus : o’ — o in C mit k; = f; b (i =1, 2).

Durch diese universelle Eigenschaft, werden f;, f, und o bis auf Isomorphie
in C eindeutig bestimmt. W&hlt man spezielle o aus, dann nennen wir o das
Pullback von o, und o, iiber o,.

16*
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Wir behaupten nun

Satz 3.1. Seien S,, S;, S, requlire Semi-Thuesysteme und S; beliebiges Sems-
Thuesystem mit Sy & Sy, Sy, S5. Seien ferner ¢,: F(8,) = F(S;) und @y: F(S;) —
— F(S;) X-Funktoren unter Sy, die der Eigenschaft @i(A(S;)) = A(S;) und
@i(P(8;)) = P(8S,) fir © = 1,2 gentigen. Dann gibt es ein regulires Semi-Thue-
system S mit S, = 8, sowie Funktoren m;: F(8) — F(8;) (1 =1,2) unter S,
so daf3 das nachfolgende Diagramm ein Pullbackdiagramm in X catSe ist.

F(S;) = 2 F(s)
2\ Z
2 F(S,) T,
2 <
Fis = 9, FI) pbb.2

(Wir erinnern daran, daB dann 8 bis auf eventuelle Umbenennungen in
A(8) — A(Sp) und P(S) — P(S,) eindeutig bestimmt ist.)
Beweis.
1. Konstruktion von 8, &}, m,. Setze
A(8) = A(Sp) U {(21, 23) € A(Sy) X A(Sy) | (21, 22) & A(Sp) X A(S,) ,
@1(21) = @a(22)} -
Sei w e A(S)*, dann besitzt w eine eindeutig bestimmte Darstellung w =
—= (Xl ﬂ]_ 0&2 ﬂz “ e ak ﬂk mit 0.7 € A(So),
[3' _ (7}, 72) € (A(Sl) X A(Sz) —_A(SO) X A(SO)) ’
i = 0 G=1,...,k.
Setze dann fir: =1, 2

W =0 N} K Ny - - - Ok N, »

> O, falls g, =
M = yi, falls g = (yj,

mit

Dann gilt aber
@1(wy) = @a(wy)
Identifiziere :
w = (W, Wy)s, -
Seien p;: A(S)* — A(S;)* definiert durch
p‘i( ) =z (Z € A(SO)) s pi(zl’ 22) =2, ((zl’ 22) ¢ A(SO) XA(SO))
(i=12).
Setze dann ferner:
P(8) = P(8,) U {(r1, ) € P(8y) X P(8y) | (ry, 12) & P(Sp) X P(S,) ,
@1(r1) = @a(rs)} -
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Seien dann p;: P(S) — P(S;) definiert durch
pi(r) =71 (7' € P(So)) ) Pi(ry, 13) =14, ((7'1, rp) € P(Sy) X P(So)) s
(t=12).
Setzt man nun noch
Qs(r) = Qg,(r) (r € P(S)) und
Qs(ry, 1) = (@s,(r); Qs,(2)) s, ((ry, r3) & P(Sg) x P(Sy)) ,
Zs(r) = Zg,(r) (r € P(S)) und
Zs(ry, 1) = (ZS.(7’1)’ ZSz(Tz)) ((7'1’ rs) & P(8§p) X P(So)) und
;= F(p:) ,
dann erhilt man 8, 7;, 7, so, daB ein kommutatives Quadrat in Xcat entsteht.
2. Universalitidt des gewonnenen Quadrates. Sei 8’ ein Semi-Thue-
system mit S, = S’, seien ferner y;: F(8') — F(S;) (¢ = 1, 2) zwei X-Funktoren
unter S, mit @, p; = @, Y,.
Wir wollen nun y: F(8') — F(8) so definieren, dal y ein X-Funktor unter 8,
ist und daB gilt: 7; 9 = y; (¢ = 1, 2). Wir definieren auf Objekten:
Sei z € A(S,); dann setze p(z) = z.
Sei z € A(S") — A(S,) (dann gilt @;[y,(2)] = galys(2)]); setze dann:

p(z) = {(’/’1(2), "I’z(z)), falls (%(z), %(z)) ¢ A(Sy) X A(Sy) ,
i(2), falls ('Pl(z), TPz(z)) € A(Sp) X A(Sy) -

Dann ist y auf Objekten wohldefiniert.
Wir definieren y auf Morphismen. Es gibt nach Voraussetzung kanonische
sequentielle Darstellungen

pi(r) = (L) X 18 X 1) 0+ -+ 0 (1,,9;) X i X lwg)) 3

(¢ =1,2) fir r ¢ P(S'). Anwendung von @; und Beachtung von ¢, v; = @, 9,
liefert dann die Gleichung

o) X alrd?) X Tgufp) © -+ © (Loy(of?) X @r{r) X Lon(ul)

R COR Po(r?) X Loy (u@) © - -+ O (1,,,,(,,92)) X @a(r) X l%(wg))).
Nun gilt aber nach Voraussetzung, daB ¢; kanonische sequentielle Darstellun-
gen erhalten fir ¢ =1, 2.

Aus der Eindeutigkeit kanonischer sequentieller Darstellungen folgt dann
aber s; = 8, = 8,

‘Pl(”(jl)) = ?’2('”(3'2) ) s ‘Pl(w(jl)) = th(W‘f)) ) (Pl("(jl)) = ‘Pz("(g?)) .
Dann ist aber g(r) durch

p(r) = (l (0(11)’0(12))& X 15 X l(w(ll)'wgﬁ))SO) o

(M (), 7 () )

mit

— (P, /D), falls (P, ¥?) ¢ P(Sg) X P(Sy) ,

P, falls  (r), ¥P) € P(Sp) X P(Sp) (denn: r{) =rP),

wohldefin iert.
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Wir zeigen, daB ¢ eindeutig bestimmt ist. Sei y': F(S’') — F(8) X-Funktor
unter S, mit 7; 9" = y; (¢ =1, 2). Man rechnet leicht nach: y(w) = y'(w) fiir
w e A(S')*. Es bleibt zu zeigen: y(r) = ¢'(r) fiir r ¢ P(8’). Sei

VO = (Haat)s, B X L ag)s) ©

.. 0 (1 (z(tl)»xﬁa))s, X t, X l(y?),y?)) So)

die eindeutig bestimmte kanonische sequentielle Darstellung von g’(r). An-
wendung von zi; liefert wegen m; ¢’ = y; =m;

(lz(f') X 7i(ty) X 1,,(117)) 0+++0 (1,,9‘) X 7i(t) X 1,,55))

= (1,,(;') X 7wi(r); X 1,,,9')) 0-+-0 (1,,(;') X qi(rs) X lwg))

(t=12).

Nun sind aber wieder beide Seiten der obigen Gleichung kanonisch sequentiell.
Hieraus folgt nun sofort ¢ = s,

x(ji) =”f7'i)a y(ji) =w“), mi(ty) = mi(ry), (¢ =1,2, j=1...,9).

Aus 71,(t;) = m;(r;) folgt aber t; = r;. — Damit ist alles bewiesen.

Bemerkung. Setzt man speziell §, = 8(@), so ist X cat® die Kategorie
aller freien X-Kategorien und Funktoren. Hieraus ergibt sich dann als Folge-
rung aus dem Satz 3.1 der entsprechende Satz in [1].

Wir ziehen eine einfache Folgerung. Sei T ein Alphabet. Betrachte ein Semi-
Thuesystem S mit 7' < A(S). Dann wird durch die beiden Angaben

(@) A5() =1, falls z2¢AS)—-T,
(b) A5(¢t) =¢t, falls teT,
(c) 2%(r) = (A2[Qs(r)], 42[Zs(r)]) ,
eindeutig ein X-Funktor A5: F(S) — N(T) unter (7') bestimmt. Die Familie
dieser Funktoren hat die folgende Eigenschaft:
Ist : F(S) — F(8') ein Funktor unter @(T) mit ¢(4(8)) = A(8') und ¢(P(S)) =
c P(S'), dann gilt:
M =Me.
Wir gewinnen also folgenden Satz aus Satz 3.1:

Satz 3.2. Seien S, und S, mit T < A(S,) n A(S,) regulire Semi-Thue-
systeme, dann gibt es ein (bis auf ,,Isomorphie’* eindeutig bestimmtes) Semi-Thue-

Ty

F(s;) —= F(s)
S Z
AY o (1) T,
2 N
N(T) ~— F(s;)  Abb. 3
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system 8 und Funktoren z;: F(S) - F(8;) (¢ =1, 2), so daff das Diagramm ein
Pullbackdiagramm in der Kategorie aller freien X-Kategorien und X-Funktoren
unter G(T) ist.

Wir beachten hierbei: Ist § gema8 Satz 3.2 bestimmt, dann gilt
AB) =T u (A(8) — T) x (4(Sy) — T),
P(8) = {(ry, 3) | A§x(ry) = 23x(ra)} ,
Qs(ry, 13) = (QS,(”l), QS.("'z)) 2(T) »
Zg(ry, 1) = (Zs,(”l): ZS,("z)) 2(T) +
Fur die Funktoren 7, und s, gilt
7; (A(S)) € A(S;)) und 7 (P(S)) = P(S), (i=12).
Bezeichnung. Wahlt man fiir je zwei reguldre Semi-Thuesysteme 8; und
8, ein 8 aus, so setzen wir: § = 8; X S,.
T
4. Zerlegungen von Semi-Thuesystemen

Wir wollen uns mit der Fragestellung beschéftigen, wann ein gegebenes Semi-
Thuesystem S sich in der Form § = 8; X §, darstellen lat. Wir werden
T

zeigen, daBl man ein konstruktives Verfahren angeben kann, das dem Verfahren
von HARTMANIS bei endlichen Automaten entspricht, mit dem man alle mdg-
lichen Zerlegungen eines Semi-Thuesystems nach X gewinnt.

T

Wir wollen nun zunichst das vorliegende Problem vereinfachen.
Hilfssatz 4.1. Sei S, ein Semi-Thuesystem, seien zwei kommutative Quadrate
F(s;)
Ui ”
F(Sq)

JCq

F(S3) F(s)

In Abb. 4

F(S3)

F(Sg} l” '

und die schraffierten Dreiecke kommutativ in X catS. Ist dann das dupfere Qua-
drat ein Pullbackdiagramm in X catS, so ist auch das innere Quadrat ein Pull-
backdiagramm in X catSo.
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Beweis. Seien pit (S') —>F(Sl) (z 2) X-Funktoren unter S, mit
P11 = P2 e Setze p; = in (F(S;), F(S )ozpz i =1,2). Dann gilt:

groyr=gi0in (F(S,), F(S)) opy =g 09 =g 09, =
=%oin(F(S) (;))sz—%owg-
Da das duBere Quadrat ein Pullbackdlagramm in X catS ist, gibt es einen

X-Funktor y: F(S') — F(S) unter S, mit n; o p = y; (i = 1, 2). Hieraus folgt
aber

n (F(8), F(8)) o mi o p =m; 0 p =y} = in (F(S), F(S}) o i,

: (t=12).

Da in (F(S;), F(8;)) injektiv ist, folgt
oY =1y, (¢t=12).

Damit ist ein X-Funktor y mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden; wir

zeigen, dal y durch

niow_W‘ir (7::1:2):
eindeutig bestimmt ist.

Sei ¢’ ein weiterer X-Funktor unter S, mit 7; o 9’ = u; (1 = 1, 2). Wenden
wir auf beide Seiten der Gleichung in (F(S;), F(8;)) an, so erhalten wir

n; oy’ =1in (F(8Sy), F(8;)) om0y’ = in (F(Sy), F(87) o pi = y; ,
(i=1,2).
Da das duBere Quadrat aber ein Pullbackdiagramm in X catS war, folgt hieraus
p=y.
Aus dem Konstruktionsbeweis zu Satz 3.1 entnimmt man folgende ,,Umkeh-
rung‘‘ des Hilfssatzes 4.1.

Hilfssatz 4.2. Sei S, ein Semi-Thuesystem, seien zwei kommutative Quadrate
F(S7)
971/ ILI JL’;
F(Sq)

1 71
F(S;) F(s)

F(S;)
s n 7
F(s ’2/ Abb. 5

und die schraffierten Dreiecke kommutativ in X cat, mit Ausnahme von S,
seien alle auftretenden Semi-Thuesysteme regulir. Gilt dann

@i(rs) n @; (P(S7) = &, @iz) n@; (A(8)) = &

fiir ¢ £ 4, r; e P(S;) — P(S;), zi€ A(S;) — A(Sy) (¢ =1,2,5 =1, 2), dann ist
das dufere Quadrat ein Pullbackdiagramm in X catS, sofern das innere Quadrat
ein Pullbackdiagramm in X catSe ist.
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Aufgrund dieser beiden Hilfssétze geniigt es nun, im Rahmen unserer Pro-
blemstellung (bei gegebenem Alphabet T' und regulirem Semi-Thuesystem S)

F(Sq)

/ \

F(S)
T

T
F(S2)

nur solche Pullbackdiagramme in X cat?(T) zu betrachten, fiir die gilt:
1) 8;, S, regular;
2) :7:,;(A(S)) = A(S,), m(P(S)) = P(8;), (e =1,2);
3) m(AS) — T) = A@S) — T,  (i=1,2).

Wir wollen nun zunéchst zu regulérem S und beliebigem Alphabet 7' < A(S)
alle Semi-Thuesysteme S’ (bis auf Isomorphie natiirlich) bestimmen, zu denen
es einen X-Funktor z: F(S) — F(S’) unter @(7') mit n’(A(S)) = A(S’) und
n'(P(S)) = P(8’) gibt. L#éBt sich ndmlich 8 in der Form 8 = §; X 8, schrei-

T

ben, so konnen wir nach dem oben Gesagten annehmen, daB S; und S, unter
diesen Semi-Thuesystemen zu suchen sind.
Wir bemerken sofort, dal solche Semi-Thuesysteme S’ wieder regular sind.
Sei also 7': F(8) — F(S’) ein X-Funktor unter &(T) mit z’ (4(S)) = A(8'),
7' (P(S)) = P(8'), a'(A(S) — T) = A(8") — T. Seien dann oz und «Z die zu

7’ gehorigen Aquivalenzrelationen auf A(8) bzw. P(S). Aus der Tatsache, dafl
7’ ein Funktor unter @¥(7') ist, folgen nun sofort folgende Aussagen:

a) tafdt (Lt eT)=>t=1t".
b) Hebt man 2 in folgender Weise zu einer Aquivalenzrelation (x24)* hoch,

w(og)* w' (w, w' € A8)*) & (Seiw =2y ... -2, und
seiw =g +... -y, mit
x;, y; € A(S) , dann gelte
r=sxony; (=1,...,7),

dann gilt: rof ¢’ (r, v’ € P(S)) impliziert Q(r) (3)* Q(r') und Z(r) (x2)* Z(r').
(Man beachte hierbei: w (az)* w’ & a'(w) = a'(w').)

o) tagz(teT, zeAS) =>zeT.

Ein Paar &« = (x4, «?) von Aquivalenzrelationen a4 auf A(S) und «? auf
P(8), das a), b), ¢) geniigt, wollen wir eine T'-Kongruenz auf S nennen. Jeder
X-Funktor z': F(S) - F(S’) unter G(T) = T mit n'(A(S)) = A(8’) — T und
n' (P (S )) = P(8’) induziert also in kanonischer Weise eine 7'-Kongruenz - auf 8.

Sei nun umgekehrt & = (x4, xF) eine T-Kongruenz auf 8, dann kann man
ein Semi-Thuesystem S, durch folgende Angaben bestimmen :
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a) A(S,) ist die Menge der Kongruenzklassen von x4 (Bezeichnung: [2],a =
Kongruenzklassen von z bei x4). Nach Umbenennung kann man wegen 1)
identifizieren: ¢ = [t] 4 fiir ¢ € T, so daB gilt: T' < A(S,).

b) P(S,) besteht aus den Kongruenzklassen von «F (Bezeichnung: [r.p]l =
Kongruenzklasse von r unter oF).

¢) @s(lr],p) =[@s(N)iatys , Zs,([r),p) = [Zs(r)lways (r € P(8)).

Ferner wird durch die Zuordnung

71,'“(2) = [Z]aA ’ zZE€ A<S) )
und
7'tot('r) = [r]aP ’ re P(‘S’) )
ein X-Funktor z,: F(S) = F(S) unter (T) mit 7, (4(8)) — T = A(S) — T und
74(P(8)) = P(8,) bestimmt.
Nun kann man leicht folgenden Satz beweisen.

Satz 4.1 (Homomorphiesatz). Sei n': F(S) — F(S’) ein X-Funktor unter
D(T) mit 7' (A(S)) — T = A(8") — T und a’(P(8)) = P(S'), dann induziert n'
eine T-Kongruenz auf S, so daf} es einen Isomorphismus j: F(8,,,) = F(S') unter
(T gibt, der das folgende Diagramm kommutativ macht :

l

F(s) F(S)

J
\ Abb. 7

FlSegi)

Beweis. Setze j([z]a;j,) =a'(z) (2€A(S)) und
j([r]af') =a'(r), (re P(S)) .

Nach dem Satz 4.1 geniigt es nun also, die 7-Kongruenzen auf S zu betrachten,
denn wenn § = §; X 8, ist, so kann man annehmen, daBl es 7-Kongruenzen
T

oy und &, mit §,, = 8; (¢ = 1, 2) gibt. - Sei V(S) die Menge der S, (x 7-Kongru-
enz). Wie iiblich versucht man, auf V(S) eine Verbandsstruktur zu erkliren.
Wir behaupten:

Hilfssatz 4.3. Sei S Semi-Thuesystem, T = A(S) Alphabet, seieno; (1 =1, 2)
T-Kongruenzen auf S, dann gilt:

1) oy - 00g = (& - oo, &F - af) T-Kongruenz auf S;
2) oy + oy = (af +ad,af + «f) T-Kongruenz auf S.

Beweis: 1) a), b) te T, z€ A(S) mit toy )izt 2>2e T2 =1t
¢) Wir behaupten:

(o - o)) * = () * - (o) *
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Beweis. Seien w=a;-... 2, und w' =y ...y, aus A(S)* mit
z;, y; € A(S). Dann gelten folgende Aquivalenzen:
w((og - ag)d)*w' & (r=s, @i (0 )4y fir i =1,...,7)
o (r=s, xiody; und zody; fir e =1,...,7)

& (wod)* w' und wod)* w') & w((of)* - (ag')*) w' .

Hieraus folgt aber: Gilt r (x; - ;)P ' fiir r, ' € P(S), dann folgt: r«f ' und
roaf r’. Hieraus folgt

Qs, Zs(r) (0‘14)* Qs, Zs(r')

Qs, Zs(r) (3)* Qs, Zs(r") -
Hieraus folgt wiederum
@s; Zs(r) (o) * - (a))* Qs, Zs(r') -
Dann folgt aber
Qs Zs(r) ((0‘1 : 0‘2)‘4) *Qs, Zs(r') -
2) a), b) Seien ¢ € 7 und 2z € A(S) mit {(x; + a,)4 2. Dann gibt es eine Folge

und

t=2y...,2, =2 mit z;f241 (E=0,...,k—1) und
B e {at, o'} .
Nun gilt aber der Reihe nach:
7Pz =>2=t,
BBz >z =t,

Ziﬂzi.H_ =241 = t ,

2—1fz >z =2=1.
¢) Wir behaupten:
w((of)* + (od)*) w' = w((og Fag)d)*w'  (w, w' € A(S)*) .
Beweis. Aus w((af)* 4 (x£)*) w’ folgt, daB es eine Folge
W= 1wy, Wy, ..., W, =1
mit w; f* wip, fir i =0,...,%k —1 und B e{af, oy} gibt. Seien
wy=a.... .2 (1=0,...,k), ) c A(8).
Man erkennt sofort (Definition von (x4)*), daB gilt:
r=r,=nrfir¢j=0,...,k x(ﬁ)ﬂw(;:"‘]) z=0,...,k—1),

B e {ad,af} . Also folgt: P (x; + )4 a® fir A =1,...,r. Hieraus folgt
aber schlieBlich:

w((og + og)4)* w' .
Seien nun r, ¢’ € P(S) mit r (x; + &,)F 7. Dann gibt es eine Folge

=T ..., Tp =1
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mit r; P r;yy firi=0,...,k — 1 und B € {og,5}. Dann gilt nach Voraus-
setzung

QS: ZS(ri) (ﬂA)* QS: ZS(ri+l) (i = Oa e e ey k— 1) und ﬁ € {(xl’ 0‘2} .
Also:

Qs, Zs(r) ((0‘11)* + (O‘aA)*) Qs, Zs(r') .
Und schlieBlich:
Qs, Zs(r) ((0‘1 + 0‘2)A)* Qs, Zs(r') .
Damit gewinnen wir folgenden Satz:

Satz 4.2. Sei S ein Semi-Thuesystem. Erklirt man in V(S) folgende beiden
Operationen ,,+* und ,,-* durch

Sal + Sag = Saya,
und
Bur - Bay = Surtar (Su Su € V(S)) ,

80 1ist (V(S), -+, ) ein Verband. Das neutrale Element beziiglich , -+ ist S,
beziiglich ,,-* Ns(T) = S“AS'

T
Aus der Konstruktion des Pullbacks erkennt man nun sofort: Ist § = S5, X 8y,
so gilt: N

1) Sal ' Sa, = mS(T)ﬁ Sal + Sa,
und

2) &, und &, sind permutierbar (d.h. af! und «f bzw. «f und «f sind permu-
tierbar).

Wir behaupten nun
Satz 4.3. Seiv S ein regulires Semi-Thuesystem, S,,, S,, € V(S), dann ist 8
1somorph 8., X 8,, dann und nur dann, wenn gilt:
T
1) Sal ' Sc‘, = %S(T) ) Sal 'l‘ Sa, =8
und

2) &; und oy sind permutierbar.
Beweis. Wir geben den Isomorphismus j: F(S) - F(S,, x S,) an.
T

§(e) = (Ieht » [elag) » 2 € A(S) — T
Jr) = ([rlr, [rLp) -

Wegen der Eigenschaft ¢) von T-Kongruenzen auf S gilt
[z]afi ¢T, falls z¢ T fir 1 =1,2.

Also ist j auf Objekten wohldefiniert. Ferner gilt:
Ao ([rlak) = 23(r) = Afms([r]up) fiir v € P(S).
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Also ist j§ auf Morphismen wohldefiniert. Ferner gilt:
j(Qs, Zs(")) = ([Qs, Zs(r)](a{i)*, [@s, ZS(T)](aéi))g(T)
= (Qso‘x’ ZSO‘l ([r]af)’ Qso‘z, Zso‘z([r]alg)) Q’(T)

= QSa‘z;’Saay ZSM;S% (['I‘]a{’, ["']o‘g)

= QSO‘;;SU‘Q’ ZSGI;SO:E (j(T)) fir » € P(S) .

Also ist j als X-Funktor wohlbestimmt. Wie iiblich zeigt man nun leicht,
daB j bijektiv ist.

Mit Hilfe des Satzes 4.3 ist aber unsere Aufgabe vollsténdig gelost.

Wir erhalten also eine bis auf geringfiigige Abweichungen gleiche Theorie
wie die im Falle des endlichen Automaten von HARTMANIS entwickelte Theorie.

5. Drei Operationen bei Grammatiken

Mit Hilfe der Pullbackkonstruktionen, die wir in den vorhergehenden Ab-
schnitten diskutiert hatten, konnen wir nun drei Operationen zwischen Gram-
matiken definieren:

a) Seien G; = (F(S), s;, T) und G, = (F(S), 8,, T), dann setze
G, %G, = (I«"(S1 >; Sy), 8 X 8, T).
b) Seien Gy = (F(S,), Ty, 8) und Gy = (F(S,), Ty, s) Grammatiken, dann
setze
G; X Gy = (F(S1 X Sy), s, Ty X Tz).
8
¢) Seien G; = (F(8;), s, T) (i =1,2) Grammatiken, dann setze
Gy A Gy = (F(8 S,), s, T).
1A Gy ( (S1p i< 2)s 8 )
Fir die Satzmengen gelten folgende Aussagen.
Hilfssatz 5.1. Seien Gy, G, Grammatiken, dann gilt:

a) L (G, * Gy) = L(G,) [ L(G,)

b) L (G, X Gy) = L(G;) X L(Gy)

¢e) LG, AGy)) = L(G,*G,).
Die Be weise sind trivial.

Bemerkung 1. Im allgemeinen sind die Inklusionen echt, da sonst das
Durchschnittsproblem bei kontextfreien Sprachen entscheidbar wire.

Bemerkung 2. Mit Hilfe der Operation % gewinnt man einen hinreichenden
Algorithmus fiir das Durchschnittsproblem bei kontextfreien Sprachen, da man
dort entscheiden kann, ob eine kontextfreie Grammatik eine leere Sprache
erzeugt oder nicht.
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Beispiel 1. Setze G, = (F(Sy), {v}, {a, b}),
A(8y) = {», £, a,b},
P(S;) ={(v—>v9), v >al), (§>0bE), (£ a)}
und G, = (F(S,), {»}, a, b),
P@&) ={(v—>&v &), (1—>af), (—>ad), (08,
(64 —>a), (&> 0)},
A(S,) = {v, &, &y, a, b} .
Setze Gy = (F(S,), {v}, {a,d}),
A(S;) = {, 1> N2> N3s Nas N @s b},
P(83) = {(v > m 1), (1~ any), g2 > ang), (s —> b7;), (9, — a),
(s — a)} .
Dann ist F(S;) unter T' U {»} isomorph F(S; X §,), also:
@, ist isomorph G, % G, . !
Man verifiziert:
L(G)) = {abra’bha®...a*biraln =1, 5, =0,A=1,...,n}
= ((a b*)* = O)a.
Ferner gilt:
L(G,) =aa* {a,b}*a,
L(G,) =a’b*a.
(Beachte: L(G,) [ L(G,) = L(&) .)
Beispiel 2. Setze Gy = (F(S,), {+}, {a,b}) und G, = (F(S,), {v}, {a,b})
mit A(S,) = {v, & a, b} und A(S,) = {», &, &y, a, b} .
P(S) ={v—>af),({—>al), (=00, (¢~ 0)}
P(S) ={v—>ak), (,,—>a&), (§>0b&), (&5—0O)) -
Bestimmt man dann Gy = (F(Sy), {»}, T X T) (T = {a,b}) durch
A(Ss) = mnum} UT x T
und
P(8;) = {(v > (@ @) m), (m > (a,b) ms), (1~ (a, @) m5),
(771 - (b, a) 772): (771 — (b, b) 772), (e~ )} >
dann ist G; X G, isomorph zu G,. Es gilt offenbar:
L(G) =aT* LG)=aT und LG,) =(@T) X (aT).

Beispiel 3. Seien G; = (F(8,), {»}, {a,b}) (i = 1, 2) bestimmt durch

A(Sl) = A(S2) . {'V, 51’ 52: a, b}
und

P(Sl) = {(’V —>a 'Sl)’ (61 = b ‘fz)’ (52 - b El)’ (51 g L__‘)s (52 = D)’
v—=a»), v —>a), v—>0)},
P(Sy) = {(v—>ar), v >a§), (61>0&), (5,-08),
(e=>b&), (>0 &), (&L~ 0O) (&~ 0O)s
v—>a), v—>0)} -
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Bestimmt man dann G; = (F(S,), {»}, {a, b}) durch

A(Ss) = {v, M1 M, M35 N4> @, b}
und

P(8) = {(v = av), (v > amn), (7. —>bny), (9 = buny),
(e — b73), (2 —> bma), (s > b7a), (93— bmy),
(Mg~ bmy), 04— bMa), (152054 > O),
(v—>a), »—>0O)},
dann ist G; A G, isomorph zu G,.
Es gilt:
L(Gy) = (a*) b* = L(Gy) = L(Gy) .

Um G, % G, zu bestimmen, fiige man noch Buchstaben #5675 zu A(S;)
und Regeln (v - an;), v = an;), 5878 —=a + 1) zu P(S;) hinzu. Man
erhilt dann G, isomorph zu G, % G,. Nach Hilfssatz 5.1 gilt dann L(G,) = L(G5).

Wir vergleichen die Anzahl der Regeln bei jeder Grammatik:

card (P(8,)) =8, card (P(S,)) =10, card (P(S,)) = 16,
card (P(8,)) =22.

Man erkennt, daB sich Zerlegungen nach % lohnen. Da mit Zerlegungen
nach A und % nicht nur der Vorteil der Regelverminderung (der nicht immer
eintritt) verbunden ist, sondern auch der Vorteil, dafl der Aufwand bei der
Analyse nach der Zerlegung niedriger wird, da Zwangsbedingungen auftreten,
ist die Untersuchung von Zerlegungen hinreichend berechtigt.
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Kurzfassung

Das von G. Horz entwickelte Konzept, Sétze aus der Theorie der endlichen Auto-
maten auf Semi-Thuesysteme und Chomskygrammatiken zu iibertragen, indem
man von Semi-Thuesystemen zu freien X-Kategorien iibergeht, fiihrt zum Aufbau
einer Dekompositionstheorie fiir Semi-Thuesysteme. In dieser Arbeit werden Pro-
dukte recht allgemeiner Art bei Semi-Thuesystemen diskutiert, die in natiirlicher
Weise zu Operationen zwischen Grammatiken fiithren, die mit dem Durchschnitt
von Sprachen zusammenhéngen. Untersucht man Zerlegungen nach solchen Pro-
dukten, so erhilt man eine bis auf kleine Modifizierungen vollig analoge Theorie zu
der von J. HARTMANIS entwickelten Theorie der Zerlegungen endlicher Automaten
nach Parallelschaltungen.
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Abstract

The concept of free X-categories introduced by G. Horz leads to a decomposition-
theory for Semi-THUE-systems and CHOMSK Y-grammars. This decomposition-theory
is a strict generalization of the decomposition-theory for finite automata introduced
by J. HarTMaNIS. In this paper we will discuss products between Semi-THUE-
systems. This kind of products leads in a natural way to operations between
grammars which are closely connected to the intersection of languages.

Pestome

Honnenuus csoGonunix X-kateropuii, BBefieHHas I'. X oTmoM, BeeT K Teopuu
MEeKOMIO3MIMY A modycucteM Tya u rpammarmk XoMcKOro. 9ra Teopus
AEKOMIIO3UIINM SABJISAETCA NPAMBIM 0600IeHreM TeOpUM TEKOMIIO3MIANA KOHEYHBIX
aBTOMATOB, BBelleHHEIX [[i¢. XapTMaHuUCOM. B HacrosAmeil craTbu mcciemy-
I0TCA NPOU3BENEHUs Meay noaycucreMamMu Tys. ITOT BUI Npou3BeNeHMI BexeT
€CTeCTBEHHBIM IIyTeM K OIlepallMAM MeIy IpaMMaTHKaM#, KOTOPble 3aMKHYTHL 110
OTHOIIEHNI0 K IepeceYeHnI0 S3EIKOB.
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