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Uber lineare Simulierbarkeit endlicher Automaten

Von Hermann K.-G. Walie’r

0. Einleitung

BekanntermaBen kann iiber den Simulationsbegriff eine natiirliche Verbindung
zwischen Halbgruppentheorie und Theorie endlicher Automaten hergestellt werden.
Dieser Zusammenhang ist zuerst entdeckt worden von K. Krohn und J. Rhodes [11],
[1]. Verwendet man diesen Begriff in der von M. Arbib angegebenen Version [1], so
kann wie im folgenden dargelegt wird, eine Aquivalenztheorie entwickelt werden, die
weitgehend der klassischen Aquivalenztheorie entspricht. Hierdurch ergibt sich die
Méglichkeit, Probleme der linearen Realisierung von Automaten mit halbgruppen-
theoretischen Methoden zu untersuchen.

Wir leiten eine Charakterisierung her, die in Verallgemeinerung von Ergebnissen
aus [2], [3], [4], [8], [14], [15] eine vollstindig halbgruppentheoretische Charakteri-
sierung der linearen Realisierbarkeit von Automaten ergibt. Dies bedeutet, daB fir
Realisierungsfragen wesentliche Eigenschaften eines Automaten ausgedriickt werden
konnen durch Eigenschaften der Transitionshalbgruppe.

Zur Frage der verschiedenen Realisierungsdefinitionen vergleiche man [9].

1. Bezeichnungen und Definitionen (vgl. [10])

Ein endlicher Automat a ist ein 5-tupel a = (I(a), O(a), 8(a), 8a, %a), Wobei die j(a)
endliche Mengen fiir j = I, O, S und

0a: I(a) X S(a) — S(a) & A,: I(a) X S(a) — Of(a)

Abbildungen sind.
Wir wollen im folgenden stets annehmen, dafl 4, surjektiv ist, daB} also keine {iber-

fliissigen Ausgabesymbole existieren.
Wir setzen 8, und A, auf I(a)* X S(a) fort gemaf den Formeln

i) Aa(wv, 8) = Aa(w, 8), Aa(v, Oa(w, 8))
ii) da(wv, 8) = 84(v, da(w, s))

fir w, v € I(a)* und s € S(a). Dabei ist I(a)* das freie Monoid iiber I(a).
Seien @ und a’ zwei Automaten. Ein Tripel ¢ = (@1, po, ps) von Abbildungen

@2 j(@) — j@) (j = I, 0, 8)
heiBt Homomorphismus, (in Zeichen ¢: a — a’), falls die Diagramme

I(a) x S(a) = S(a)

(H1) o1} Jos  os
I(a’) X S(a’) Y S(a’)
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und

I(@) X S(a) 2 0(a)
(H2) o1} | os J %o
I(a’) x S(a’) = O(a’)

kommutativ sind.
Falls nur (H1) kommutativ ist, sprechen wir von 0-Homomorphie (in Zeichen:

8
@:a —> a’). Monomorphismen (@ < a’ oder a < a’), Epimorphismen und Isomorphis-
®
men (@ = a’ oder a = a’) werden wie iiblich definiert. Sind ¢; und @, Identitéten, so
[
sprechen wir von S-Homomorphismen, entsprechend von (I, S)-H omomorphismen, etc.

S-Epimorphismen heiBen Reduktionen.

Die Konzepte iibertragen sich soweit sinnvoll auf -Homomorphismen. Insbesondere
schreiben wir

) (4)
S 2a und ,a=<a“.

Unterautomaten und 6-Unterautomaten sind wie iiblich definiert. Wir schreiben
(6)
»@ S e’ und ,,a S a’“.
Seien @ und o’ Automaten mit I(a) = I(a’), O(a) = O(a’), seien ferner s e S(a) &
& s’ € 8(a’), s und s’ sind dquivalent (in Zeichen: s ~ s’), falls
Aa(w, 8) = Agr(w, §')
fir alle w € I(a)* gilt.
Die Menge
Fa) = {43 | 2g(w) = Aa(w, ), s € S(a), w € I(a)*}

ist die zu a gehorige Abbildungsfamilie.

Zwei Automaten a und a’ heiBen funktional dquivalent (in Zeichen: a ~ a’), falls
F(a) = F(a') gilt.

Ein Automat a heiBt reduziert, falls je zwei Zustinde indquivalent sind.

BekanntermaBen definiert die Aquivalenz von Zustdnden eine ,,8-Kongruenz*
und damit einen Automaten Reds(a). Fiir diesen gilt:
1) Es existiert eine Reduktion o: a — Redg(a)
2) a ~ Redg(a)
3) a ~ a’ & Redg(a) = Redgs(a’)
4) Redg(a) ist reduziert.

Definition 1.1 ([1]). Seien @ und a’ Automaten. a simuliert o’ (in Zeichen: o [a),
falls es Abbildungen

hi: I(a’) — I(a), ho:0(a) —» O0(a’), hs:S(a)— S(a)

gibt, so daB fiir alle w € I(a’)* und s € S(a’)

o (w, 8) = ho(Aa(hr(w), hs(s)))

gilt. Dabei sind die homomorphen Fortsetzungen von k; bzw. ko wieder mit A; bzw.
ho bezeichnet.

Eine Simulation erfolgt so, daB alle Rechenarbeit von a’ durch a erfolgt und 4;
und %o nur Kodierer und Dekodierer sind.
Abb. 1 veranschaulicht den Begriff der Simulation.
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Ein Tripel h, wie es in der Definition verlangt wird, heiBt Simulation (in Zeichen:
h:a’ = a).

Folgende Beobachtung, deren einfachen Beweis wir iibergehen, zeigt, daB Simula-
tionen Verallgemeinerungen der 6-Homomorphie sind.

Beobachtung. Set h:a = a’ eine Simulation; dann gilt fir alle u, w € I(a)* und

s € S(a)
Aa(u, ba(w, s)) = hy(Aw(hi(w), 6@'(k1(w), hs(s)))) -

Bemerkung. Es gilt stets
1) aja
2) ala’ & a'la” = ala”.

Zwei Automaten a und a’ heiBen schwach dquivalent (in Zeichen: a = a’), falls a/a’
und a'/ae gilt.

Bemerkung. Es gilt stets
1) a =a,
2)a=a &a' =a’'=>a=a”,
J)a=a =>a =a.

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Angabe zweier Operationen zwischen
Automaten und zwei Klassen von Automaten, die wir im folgenden benétigen.

Seien @, und a, zwei Automaten mit I(a;) = I(a,) und S(a,) n S(a,) = @&. Dann
definiere a, @ a, durch

1) I(a, @ ap) = I(ay),

O(a, @ as) = O(a,) U O(ay),

S(a, @ ay) = S(ay) v S(ay).
Oa,(®, s) fur s e S(ay),
Og,(, 8)  fir s € S(a,);
Aoz, 8)  fir s e S(a),
Aa(s,s) fir se S(a,)

2) b, @a,(x, 8) = {

lal@al(x, 8) = {
(z € I(a)).

Fiir die zweite Operation setzen wir nun voraus /(a;) = I(a,). Dann definiere a; ® a,
durch
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1) I(a,® ay) = I(ay), S(a, @ ay) = S(a;) X S(ay),
O(a; & a) = O(a;) X O(ay)
2) 04,0 a,(%; 815 83) = ( (%, 81)5 Oa,(, 82)),
a1® (%, 815 ) = (Zal(x’ 81), Aay(, 52))
(z € I(ay), 8 € S(ay) & s, € S(ay)).
Sei X eine Menge. Betrachte ein Symbol $. Definiere den Punktautomaten 1x durch
1) I(lx) =X, S(lx) = §, O(IX) =$
2) d1x(@, $) = A1x(, $) = § (v € X). A
Wir nennen einen Automaten a zyklisch, falls gilt: Es existiert ein s ¢ S(a) mit

0a(I(@)*, s) = S(a).

2. Simulationen und schwache Aquivalenz von Automaten

Wir wollen Simulationen und schwache Aquivalenz von Automaten charakteri-
sieren. Insbesondere wollen wir einen Zerlegungssatz herleiten. Hierzu bendtigen wir
das Konzept des vollreduzierten Automaten ([12], [13]).

Ein reduzierter Automat heiBit vollreduziert, falls aus d,(x, 8) = 8q(2", 8) & Ag(2, 8) =
= Ao(2’, 8) fiir alle s € S(a) stets folgt: x = a".

Zu jedem Automaten @ kénnen wir einen vollreduzierten Automaten Red(a) in
folgender Weise konstruieren. Betrachte die Aquivalenzrelation

T~ S Vs eSa): baz, 8) ~ 8a(2’, 8) & Ag(, 8) = Aa(’, 8) .
Dann wird durch
I(Red(a)) = I(a)/~, O(Red(a)) = O(a), S(Red(a)) = S(Reds(a))
2) Orear)([2]-; [5]-) = [Oa(®, )]~ & ARea(w)([*]~, [s]~) = Aa(®, 5)
ein vollreduzierter Automat Red(a) definiert.

Lemma 2.1. Seien a und a’ Automaten ; dann gilt:
(1) a/a’ & Reds(a)/Reds(a’) & Red(a)/Red(a’);
(2) @ = Redg(a) = Red(a).

Beweis. (1) folgt aus (2). Aus der Existenz der Reduktion ¢: @ — Reds(a) und der
I-Epimorphismen 7: Reds(a) — Red(a) folgt a/Redgs(a) und Reds(a)/Red(a)

Wir haben zu zeigen:
Red(a)/a. Sei g»: @ — Red(a) der kanonische (I, S)-Epimorphismus. Wahle 47 und 4s
rechtsinvers zu (g,)1 bzw. (g,)s und ko = lo(). Dann gilt stets fir x € 1 (Red(a)) und
s € S(Red(a)):

6a(hl(w) > hs(s)) ~ hs (6Red(a)(x 8))

Hieraus folgt aber sofort, daBl o = (hy, ks, ho) eine Simulation ist.

Wir kénnen nun die schwache Aquivalenz charakterisieren. Hierzu benotigen wir
zwei einfache Lemmata.

Lemma 2.2. Set- h: a => o eine Simulation und a vollreduziert, dann sind hy und hs
injektiv.
Beweis. 1. ,,hg ist injektiv‘: Sei hs(s;) = hs(sy) (sl, s, € S(a)), dann gilt fir alle
we I(a)*
Aa(w, 8) = ho(Aa’ (h1(w), ks(81))) = ho(Aa’(hs(w), hs(s))) = Aa(w, 5p) -

Also gilt: 8; ~ s,. Da a reduziert, folgt s, = s,.
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2. ,,hy ist injektiv*‘: Sei hz(x,) = hi(x,) (2,, @, € I(a)). Dann gilt fiir alle s ¢ S(a)
Aa(@y, 8) = ho(Aa' (h1(), hs(s))) = ho(Ad (hy(xy), hs(s))) = Aqg(xy8) .
Ferner gilt fiir alle s € S(a) und w ¢ I(a)*
Da(w, ba(2y, 8)) = ho(Ad'(h(w), dar(hr(zy), hs(s))))
= kO(Aal(hI(w): 60'(h1(x2): hS(S)»)
= 2a(w: Oa(,, 3)) ’
also 04(2, 8) ~ 0q(%,, ). Hieraus folgt a; = ,.

Lemma 2.3. Sei k: a = a’ eine Simulation, sei a ferner vollreduziert. Dann ist (h1, hs)

ein 0-Homomorphismus, falls gilt:
sa(hi(I(@)*), hs(S(a))) S hs(S(a)) .
Beweis. Seien « € I(a) und s € S(a). Wihle s’ so, daB gilt: hg(s’) = Ou (h1(x), hs(s)).
Dann gilt fiir alle w € I(a)*
la(w, 8) = ho(Aa(hi(w), hs(s))) =
= ho(Ra(hy(w), du(hi(x), hs(s)))) =
= Ja(w, bs(z, 3)) .
Also folgt: 8" ~ d,(z, s). Hieraus folgt aber die Behauptung.

Theorem 2.1. Seien a und o’ Automaten; dann sind folgende Aussagen dquivalent :-
l) a=a
2) Red(a) 2 Red(a’).

Beweis. Wir haben zu zeigen: 1) = 2). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir annehmen, daB @ und o’ vollreduziert sind. Sind dann %: @ = &’ und
k:a = adie zugehérigen Simulationen, so sind nach Lemma 2.2 ky, kg, k], b injek-
tiv, also bijektiv. Dies bedeutet aber nach Lemma 2.3: (k;, hs) ist ein d-Isomorphismus.

Es verbleibt zu zeigen, daB A, und k¢ surjektiv sind. Hieraus folgt ko ist bijektiv
und (kg, ks, hg') ist ein Isomorphismus. Sei y = O(a), dann existiert x ¢ I (@) und
s € S(a) mit

Y = Aa(2, 8) = ho(Aa’(hy(x), hs(s))) -
Dies beweist aber die Surjektivitdt von . Entsprechend folgt die Surjektivitdt von
ho. Damit ist alles bewiesen.

Korollar. Es gilt
a~a D>a=~a .

Wir geben eine weitere Charakterisierung von Simulationen. Wir nennen einen
Automaten a ausgabefrei, falls A,(x, s) = (x, s) gilt (x € I(a), s € S(a)).

Lemma 2.4. Se: a ein vollreduzierter und a' ein ausgabefreier Automat, dann
simuliert a’ genau dann a, wenn es ein Paar (hi, hs) von injektiven Abbildungen h;:
j(a@) — j(a’) (j = L, 8) gibt, so dap fiir alle w, w’ € I(a)* und s, s’ ¢ 8(a) stets gilt:

Ou (h1(w), hs(8)) = dar(ha(w'), ks(s')) = da(w, 5) = da(w’, &) .
Beweis. (=). Sei h: @ = a’ eine zugehorige Simulation. Dann gilt fiir alle » € I(a)*
2a(t, Ba(w, 8)) = ho(Aa(hi(w), éa’ (hr(w), hs(s))))
= ho(Aa(h1(u), du(hi(w), hs(s))))
= Aa(u, du(w’s")) .
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Also folgt mit der Vollreduziertheit von a
Oa(w, 8) = dg(w’, 8") .
(«). Definiere ko: O(a’) — O(a) durch
Ao(@', Ba(w, 87)) falls x = h;(x’) und
ho(, s) = s = Ou(ha(w), hs(s)) ,
beliebig sonst
(x € I(a’), s € S(a’)). Nach Voraussetzung ist s, wohldefiniert. Ein einfacher Induk-

tionsbeweis zeigt nun, daB (ky, ko, hs) eine Simulation ist.
Wir ziehen einige Folgerungen.

()]

Korollar 1. a < o’ = afa’.

Bezeichnung. 6%(s) = du(w, 5) (w € I(a)*, s € S(a)).

Korollar 2. Ist h: a = a’ eine Simulation und a vollreduziert, so gilt:

Sk} — ghr) = §o = §¥’,

Durch dieses Korollar gewinnen wir AnschluB an die Teilbarkeitstheorie von Halb-
gruppen [1]. Wir verallgemeinern geringfiigig.

Ein Paar [M, I] ist eine Halbgruppe mit Generatornamen, falls M eine Halbgruppe
und I eine Menge ist, wobei es eine Namensfunktion f: I — M gibt, so daB B(I) die
Halbgruppe M erzeugt.

Wir schreiben: [M,, I,]/[M,, I,] falls es ein Paar [M;, I,] gibt mit
1) [M,, I,] ist eine Halbgruppe mit Generatornamen
2) M, ist Unterhalbgruppe von M,

3) Es gibt einen Halbgruppenepimorphisuus
hy: My — M,
4) I, S I,
5) Es gibt eine Bijektion ky: I3 — I, mit
Brko(z) = hify(x) (€ L),
wobei B,, B, zugehorige Namensfunktionen sind.
Zu einem Automaten a konnen wir in natiirlicher Weise eine Halbgruppe mit

Generatornamen in folgender Weise definieren.
Sei

M(a) = {07 | w € I(a)*}
die Transitionshalbgruppe von a, dann ist [M(a), I(a)] mit der Namensfunktion
B(x) = 6F ein derartiges Paar.

Korollar 3. Ist h: a = & eine Simulation und a vollreduziert, so gilt
[M(a), I(a)]/[M(a), L(a)] -

Wir vertiefen den Zusammenhang durch folgende Beobachtung.

Sei [H, I] eine Halbgruppe mit Generatornamen und Namensfunktion f. Definiere
a[H, I] ausgabefrei durch

1) I(a[H, I1) = I, S(a[H, I)) = H
2) Sam.n(i, h) = hBG) (i e I, he H).
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Beobachtung.
1) [H;, 1,)[[H,, 1,]= a[H,, I1]/“[H2, Iz]
2) ala’ & a vollreduziert = a[M( (@))fa[M(a’), I(a’)].
) a zyklisch = aja[ M (a), I(a)
Wir geben eine weitere Charakterisierung der Simulierbarkeit mit Hilfe der 4-
Homomorphie.
Lemma 2.5. Seien a und o’ Automaten ; dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) Es gibt ein Paar (b, hs) von injektiven Abbildungen hy: j(a) — j(@’) (j = I, S) mit
S (ha(w), hs(s)) = (2 (w’), hs(s')) => da(w, 8) = da(w’, 8") (w, w’ € I(@)*, s, &" € S(a))
(2) Es gibt einen Automaten a’’, einen 6-M onomorphwmus x:a’ S o und einen Z, S)-
Epimorphismus ¢: a” — a mit @1 bijektiv.
Beweis. (2) = (1). Definiere h; und ks durch h; = %;¢7" und hs = %50, wobei o
rechtsinvers zu @y ist; dann ergibt sich sofort die in (1) geforderte Eigenschaft.
(1) = (2). Definiere a’’ durch
1) I(@”) = hs(I(a)),
8(a”’) = {0a(h2(w), hs(9)) | s € S(a), w € I(a)*}, O(a”) = O(a);
2) Og(Rr(®), §) = b (hi(x), '),
Ao (hi(), 8') = Aa(x, do(w, 8')) mit & = do(hy(w), hs(s))
(z € I(a), s’ € S(a”)).
()
Nach Voraussetzung ist a’’ wohldefiniert, und es gilt ” < o’. Dann definiere ¢: a”’ — a
durch
pi(@’) = h7'(@) (2" € I(@”))

@s(8’) = du(w, 5), falls 8 = Sp(ha(w), hs(s))  (s' € 8(a”)) -

Man erkennt sofort, daB ¢ wohldefiniert ist. — Nun folgt die Behauptung, indem man
die Homomorphieeigenschaft nachrechnet.
Wir zeigen nun ein Zerlegungstheorem:

und

Theorem 2.2. Zu jedem Automaten a existieren zyklische ausgabefreie Automaten

al, e G ML
1) af(a, @ 11<a) )@ @ (ax D l1w)

2) [M(ay), I(a)]/[M(a), I(a)] fir alle 1 < i< k.

Beweis. Elne Teilmenge S’ von S(a) heiBt Erzeugendensystem von a, falls es zu
jedem s € S(a) ein s’ € 8’ und w € I(a)* mit d,(w, s’) = s gibt.

Betrachte ein Erzeugendensystem S’ = {s;,...,8} von a. Definiere nun a;
(1 = ¢ =< k) ausgabefrei durch
1) I(a) = I(a), S(a) = {a(w, 5:) | w € I(a)*},
2) Sui(@, 8) = dalx, $) (s € S(ar), x € I(a)).

()
Da a; < a fir 1 <1 < k gilt, folgt sofort
[M(ar), 1(a)]/[M(a), I(a)]
Ferner sind nach Definition alle a; zykhsch. Betrachte nun

b=(a; Dlra)® - & (ax D lia) -
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Sei
S ={($3 "':$:‘?; $: "';$)|8€S(ai)>1§i§k}’

dann gilt 6,(1(b), 8') S §’. Also definiert S” einen Unterautomaten b’ von b. Definiere
nun A, durch: :

B($,...%s8 ..,8)=s (seS@),1=<i<k).
i
Mit hy = 1j(4), folgt dann a/b nach Lemma 2.5.

3. Lineare Simulierbarkeit

Wir wenden die im Abschnitt 2 erzielten Resultate auf Realisierungsprobleme fir
Automaten an.

Definition 3.1 [6]. Sei R ein endlicher Ring mit Einselement. Ein Automat a ist
R-(links-)linear, falls j(a) unitirer R-(links)-modul fir j=1,0,8 und 4, und 2,
R-Modulhomomorphismen sind.

Wir studieren verschiedene Realisierungsbegriffe. Hierzu bendtigen wir-

Lemma 3.1. Istl R-linear, so ist Red(l) R-linear.

Beweis. BekanntermaBen ist Redg(l) R-linear [6], also konnen wir 0.B.d.A. an-
nehmen, daB} ! reduziert ist. Betrachte nun

M ={zell)|zn~0}.
Sei nun &(z, s) = hx + gis und Az, s) = fix + jis (@ € I(l), s € S(I)) die iibliche
Zerlegung von 6; und ; in lineare Abbildungen. Offenbar gilt dann

z~x & (x — ') e Kern by n Kern f; .
Nun gilt aber M = Kern #; n Kern f,. Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Lemma 3.2. Ist I vollreduziert und R-linear, so ist jeder Unterautomat von 1 voll-
reduziert.

Beweis. Seia I, dann ist a reduziert [5]. Sei nun d,(z, ) = §,(2’, ) und A,(x,s) =
= Aq(2’, 8) fiir z, 2’ € I(a) und alle s € S(a). Dann gilt (siehe Beweis von Lemma 3.1)
hi(x) = hy(x’) und f;(x) = fi(x’). Hieraus folgt

Oi(x, s) = Gi(x’,8) und Az, s) = A2, )
fiir alle s € S(I). Also z = ', da ! vollreduziert.

Theorem 3.1. Sei a ein Automat; dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Es existiert o’ und I R-linear mita ~a’ & a’ < 1.
2) Es existiert | R-linear mit Red(a) < 1.

Beweis. Wir haben (1) = (2) zu zeigen. Sei also a =a’ < I, | R-linear, gegeben.
Betrachte die kanonische Reduktion g,:! — Red(l). Dann gilt fiir a” = g4(a’):
a’ =~ a’’. Nach Lemma 3.2 ist a’’ vollreduziert. Also gilt:

Red(a) 2 Red(a’) 2 Red(a”) 2 a” .

Dann folgt mit Lemma 3.1 die Behauptung.

Wir nennen a’ eine I-Erweiterung von a, falls es einen I-Epimorphismus ¢:a’ — a
gibt.

Lemma 3.3. Sei a’ eine I-Erweiterung von a, es mige ferner ein R-linearer Automat 1
existieren mit a < 1, dann existiert ein R-linearer Automat I’ mit ' < U'.

Den einfachen Beweis iibergehen wir.
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Beachtet man nun, dal Reds(a) stets eine I-Erweiterung von Red(a) ist, so erhalten
wir das

Korollar. Sei a ein Automat; dann sind folgende Aussagen dquivalent :
(1) Es existiert a’ und I R-linear mit
a~a &a <I.
(2) Es existiert a’ und 1 R-linear mit
a~a &a <1.
Beweis. Nach dem Satz von Gill [5], ist (1) dquivalent zu:
;»Es existiert I R-linear mit Redg(a) < 1.
Hieraus folgt mit Theorem 3.1 die Behauptung.

Theorem 3.2. Sei a ein Automat; dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(%)
(1) Es existieren a’ und | R-linear mit a ~ o’ & o’ < I.

©)
(2) Es existieren a’ und | R-linear mit a ~ a’ & o’ < 1.

(3) Es existiert I R-linear mit a/l.

Beweis. Es geniigt, (3) = (1) zu zeigen. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daB3 [
ausgabefrei und a vollreduziert ist. Dann existieren nach Lemma 2.4 injektive Ab-
bildungen %; und As mit

51(711(’“’), hs(s)) = 5l(h1(w')= ﬁs(s')) = du(w, 5) = do(w’, 5")
tir alle w, w’ € I(a)* und s, s’ € S(a).

Unter Benutzung der Tatsache, daB Redg(a) I -Erweiterung von Red(a) ist, folgt
mit Lemma 2.5 die Behauptung.

Wir studieren ein Beispiel, das zeigt, dal die Realisierungsbegriffe aus Theorem 3.2

allgemeiner als die aus Theorem 3.1 sind. Dazu betrachten wir die Zustandsgraphen aus
Abb. 2.

@, ist vollreduziert, aber es gibt keinen endlichen Ring R und R-linearen Auto-

(6)
maten ! mit @, < I (vgl. [7] und [13]). Nun gilt aber ay ~ a,.

X/’;J’/j

x/0
N744
724

/1 7 X/0
x/1 A 744 */0
a:

Abb. 2
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Bestimmt man andererseits [ ausgabefrei durch I(l) = Z,, 8(I) = Z3 und

ofn(2) = (0 T2) @wanez

‘ ®
so gilt: a; = L.

Wir untersuchen nun die Frage, wie sich die Automaten a charakterisieren lassen,
zu denen es ein | R-linear mit a/l gibt. Hierzu verwenden wir die in Lemma 2.4 und 2.5
gegebene Charakterisierung.

Wir stellen zunéchst einige einfache Beobachtungen zusammen.

Beobachtung 1. Seien a, und a, Automaten, zu denen es I, und l, R-linear gibt mit
a,[l; und ay/l,, dann existieren | und I’ R-linear mat

a, Dayfl  und ;@ apfl’,
sofern die Operationen definiert sind.
Den einfachen Beweis iibergehen wir und vermerken
Beobachtung 2. Zu jedem Punktautomaten 1y existiert ein | R-linear mit 14/L.
Ferner gilt :

Beobachtung 3. Ist a ein Automat, zu dem es I R-linear mit al gibt, so gibt es zu
jeder I-Erweiterung o’ von a ein I’ R-linear mit a'|U'.

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist eine Charakterisierung der Transitions-
halbgruppen linearer Automaten. Wir referieren kurz die Ergebnisse (vgl. [3], [4]).
Dazu betrachten wir die allgemeine Transitionsformel [6]. Sei also I ein R-linearer
Automat. Sei ferner &;(x, s) = kyz + ¢is die kanonische Zerlegung, dann gilt fiir alle
w=x,...0;_1 mit z, € I(}) fir 0 < 1 < 7 — 1 und s € S(a)

v i—l . .
Oy(w, 8) =A§0 gi— ", + gis =
= 6;(0, w) + gis .

Sei nun H die zyklische Halbgruppe
H = {g:, gl2: we}

S = 8()

die abelsche Gruppe der Zustinde.

Wir wollen zeigen, daB M (I) im wesentlichen ein semidirektes Produkt von H und §
ist. Hierzu definieren wir: Seien H, und H, zwei Halbgruppen, u: H, — Endo(H,) ein
Halbgruppenhomomorphismus in die Endomorphismenhalbgruppe von H;. Dann ist
H, X H, definiert durch

I

(B, hg) - (B1, h2) = (hlﬂ(kz) (R1), hohs) (hy, b € Hy, by, hs € H,) .
H, x H, ist wieder eine Halbgruppe, das semidirekte Produkt von H, und H, mit dem

und

Ver%indungshomomorphismus U
Bezeichnung. Ist H eine Halbgruppe, so ist H™" definiert durch
hyxhy="hy-hy (hy, ko€ H).
Betrachten wir nun wieder I, sowie die Halbgruppen H und 8. Definiert man nun
u: H — Endo(8)
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durch
(s, ) = gi(s)
und
o: M) - S x H
w
durch
P(67) = (0:(0, w), gFw))
(we I(l))*,
0 ist @ ein Antihomomorphismus mit -

(0F) € 8 X {g;} fir x e I(l).
I3

Beachtet man nun noch die Eigenschaft
»Ist 5= 0,5 €8, so gilt: Ordnung(s)/char(R)*,
so erhalten wir das

Theorem 3.3 (vgl. [4]). Sei a ein vollreduzierter Automat, zu dem es | R-linear mit
afl gibt, dann gibt es eine zyklische Halbgruppe H, eine abelsche Gruppe S, in der die
Ordnung jedes von O verschiedenen Elements char(R) teilt, einen Verbindungshomo-
morphismus u und einen Erzeuger g ¢ H mit

[M(a), I(@)]/[(S x H), S x {g}].
“
Hiervon wollen wir die Umkehrung zeigen. Sei also ein Automat a gegeben, sei
ferner S eine abelsche Gruppe mit
(1) Fiir alle s € S mit s == 0 gilt: Ordnung(s)/char(R),

H eine zyklische Halbgruppe mit Generator g und u ein Verbindungshomomorphismus,
so daB

(2) [M(a), L(@)]][(S > H)™*, 8 x {g}]

gilt.

Wir wollen zunichst die Aufgabenstellung reduzieren. Dazu betrachten wir den
Zerlegungssatz Theorem 2.3, d. h., es existieren zyklische, ausgabefreie Automaten
ay, ... , a; mit
(3) a/(a; @ 11@) @ @ (@ @ lrw)
und
(4) [M(a:), I(a)]/[M(a), I(a)] (1 <7 < k).

Nach den vorher angegebenen Beobachtungen, kénnen wir also ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daB a zyklisch ist. Nun gilt fiir zyklische Automaten a
(5) ala [M(a), I(a)].
Ferner gilt:
(6) a[M(a), I(a)]/al(S x H)*¥, 8 X {g}].

"

Also geniigt es zu zeigen, daB ein ! R-linear existiert mit

a[(8 x Hye, 8 x {g}]L.
[d

Nach einem Satz von Stucky [13] gilt nun:
4 EIK, Bd.13, Heft 1—2
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Seien R und R’ zwei endliche Ringe mit char(R)/char(R’), dann existiert zu jedem
l R-linear ein I’ R’-linear mit I/l'.

Also kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen:
(7) R =2Z, mit t=kgV{Ordnung(s)|s=0, seS}.

Nun gilt:

Lemma 3.4. Unter den obigen Voraussetzungen existiert ein Z,-linearer Automat 1
mit

al(8 x H)yv, 8 x {g}Jt.
: Iz

Beweis. Aufgrund der Wahl von ¢ kénnen wir S als Z;-Modul auffassen. Sei nun

H={g,¢% ...,9" und 1 < j(H) < m mit g"+! = git¥).

Sei ¢; der i-te Einheitsvektor in Z* (1 < 1 < m).
Definiere nun ! ausgabefrei durch

) Il =8, 8U=2~8x2Zr

(8 w(9) (s)) fir i < m,
2) &, (s’, (3 )) _ ’ i1
e (8 (9) .(8)) fir i = m
€j(H)
(8,8 €8,1 < i < m). Definiere ferner hy: S — 8 X {g} bijektiv durch &,(s) = (s, 9)
und
hl:{(8> sed, 1§i§m}—»8 % H
(73 ©
durch
hl((s))=<s,gf> 1<i<msel).
; e, g
Wir zeigen

s s
hy (51(8',( ))) = Oaf(s x B, S x {g}] (hz(s')’ h1< ))
€; u €;

fiir alle s € S und 1 < ¢ < m. Hieraus folgt dann die Behauptung.
1. Fall. ¢ <m:
8 s'u(g) (s) , ; : ,
Iy (5(3( ))) =1 ( KO _ (vutg) (), 64) = (5,9 % (7, 9) =
€; €i+1
= s x 1Y, sx 911((8"> 9)> (8 9%) .
I3

Da (s,g) =, (8 ) und (s', g) = hy(s') gilt, folgt in diesem Fall die Behauptung.
2 .

2. Fall. + = m.:
8 s'u(g) (s) , . )
hx(éz (8( ))) = kl( P )= (5°29) (5), g) = (s'plg) (s), g™ *) =
€m €j(H)
= (s, ") % (5", 9) -
Nun folgt wie im Fall 1 die Behauptung.

{



Uber lineare Simulierbarkeit endlicher Automaten 51

Wir fassen zusammen zum
Theorem 3.4. Sei a ein Automat, R ein endlicher Ring mit Einselement.

Es mogen eine abelsche Gruppe S und eine zyklische Halbgruppe H existieren, wobei gilt
(1) Fir alles 5= 0, s ¢ S gilt: Ordnung(s)/char(R)
(2) Es existiert ein Verbindungshomomorphismus u und ein Generator g von H mit

[M(a), I(@)]/[(S x H)Y™, 8 x {g}],
u
dann gibt es einen R-linearen Automaten | mit all.
Wir studieren Beispiele. ’

Beispiel 1. Betrachte autonome, streng zusammenhéngende Permutationsauto-
maten a. In diesem Fall gilt

M(@) 27, mit k=3 (S(a)) .
Betrachte nun Primzahl p mit p | k, p? t k. Dann gilt
M(a) 2 Z, x Zy.pr.

In diesem Fall brauchen wir uns um den Erzeuger nicht weiter zu kiimmern.

Die Anwendung der Konstruktion aus Theorem 3.4 liefert nun einen linearen Auto-
maten ! mit dimz, - S(I) =1 4 p~ . k.

Die einfachste Methode, autonome Automaten linear zu realisieren [13] liefert einen
linearen Automaten I’ mit dimgz, (S(¥')) = k, d. h., das hier besprochene Verfahren ist
in einigen Fillen wesentlich giinstiger.

Beispiel 2. Betrachte Halbgruppe Hy = {h,, ... , h,} mit hhy =hi (1 £ 4,7 < n)
und ag, = a [Hy, Hy]. Sei R Ring mit Einzelelement. Setze nun § — R*und & — (9,9%
- mit g2 = g. Dann sei u(g) = 0.

In (8 X H)™ betrachte die Unterhalbgruppe
w

Go={(e9) |1 < i < m}u{0,99)).
Dann rechnet man nach:
M(ag,) 2 G, .

Also sind diese Automaten iiber jedem Ring linear simulierbar.

Beispiel 3. Nach Theorem 3.4 muB notwendig gélten M(a)/(S x H)* mit S
abe{lsch und {1 zyklische Halbgruppe. Betrachten wir a, mit I(a,) = {l;c, Y}, S(ay) =
= {8y =iy Su},

Oan(, 85) = 8541 I=s=i<<n—-1),
Oan(®s 8n-1) = 81, Gon(®, $n) = 80,
Oan(¥, 81) = s; I=i<<n—-1),
Oan(y> Si-1) = 8n ,

Oan(Y n) = Sp—1,

so gilt M(a,) 2 &, (symmetrische Gruppe der Ordnung 7). Fiir n = 3 ist aber die
oben erwihnte Relation nicht moglich. Also gilt: a, ist iiber keinem Ring linear
simulierbar.

4.
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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird eine Aquivalenztheorie fiir endliche Automaten entwickelt, die
Simulationen als Vergleichsmethode verwendet. Hierdurch ergibt sich die Moéglichkeit,
halbgruppentheoretische Untersuchungen zur Losung von Realisierungsproblemen heran-
zuziehen. In bezug auf lineare Realisierungen endlicher Automaten wird eine vollstandige
Charakterisierung linear realisierbarer Automaten hergeleitet. Dabei spielen im wesent-
lichen nur Struktureigenschaften der Transitionshalbgruppe eine Rolle.

Abstract

In this paper we give using simulations an equivalence theory of finite automata. This
gives us the possibility to treat realization-problems with semigroup-theoretical methods.
With respect to linear realizability of finite automata we derive a complete characterization
of those automata which are linearly realizable. We show, that only structural properties
of the transition monoid of an automaton determine wether or not the automaton is linearly
realizable.
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Pesiome

B macrosueii pa6oTe aBTOP Pa3BUBAeT TEOPUIO0 IKBUBAJIEHTHOCTH JIJIsi KOHEYHBIX aBpO-
MaTOB, KOTOpPaA B KauecTBE METOJAA CPaBHEHH MCIIOJIb3yeT MolesjupoBaHuA. Tarum
06pa3oM IOJIyYaeTcsi BO3MOMKHOCTb IIPUBJIEYEHHA HCCJEOBaHUN B 06JacTd Teopui
MOJIyTPYII AJsA pellleHuss npo6iaem peanusanuu. OTHOCUTEJbHO JUHEHBIX peajin3anuii
KOHEYHHIX aBTOMATOB NPHUBOIMUTCA IOJHASA XapPaKTEPUCTUKA Peajin3yeMbIX JIMHEHHbIM
o0pasom aBTOMaTOB. IIpM 3TOM B OCHOBHOM WUIPAIOT POJIb TOJBKO CBOMCTBA IPYIIIEI
nepexon0B COCTOSAHMIA.
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