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Summary. The neurons in the retina of mammals are linked by a system of circuit,
such that they influence one another (lateral interaction). The great majority of
circuits has got an inhibitory character. F. Ratliff and others have given describing
equations for such a system, which by installation of thresholds essentially become
non-linear. We shall discuss the characteristics resulting from the describing equations.
We are especially interested in the stability characteristics. Naturally, we are mainly
interested in the non-linear part of the theory. With respect to stability, we are able
to show that stability conditions are the same as with linear systems.

1. Modell des Sehvorgangs.
Grundlegende Notationen und Definitionen

1.1. In dieser Arbeit wird ein System vorgestellt, das dem System der reiz-
verarbeitenden Neuronen im Auge des Menschen nachgebildet ist und als Modell
dienen soll. Das betrachtete biologische System ist in der Lage, Bilder, die durch
das bekannt schlechte optische System des Auges verschmiert sind, in gewissem
MaB wiederherzustellen und in einigen Fillen prignanter wiederzugeben. Die
Prignanz findet ihren Ausdruck in der kontrastverschirfenden Wirkung des
Systems. Man muB aber sofort einschrinkend sagen, daB die Art und Weise,
wie ein Reiz im Auge verarbeitet wird, sicherlich auch Ursache ist fiir einige der
bekannten optischen Tauschungen (Machsche Binder [Ra]). Wir geben zunichst
eine vereinfachte Beschreibung des Sehvorganges.

Der betrachtete Gegenstand wird zunichst durch ein einfaches optisches
System (Pupille —Glaskérper) auf die Netzhaut abgebildet. Die dort vorhandenen
Sehzellen nehmen die ankommenden Reize auf. Die in den Sehzellen aufgebauten
Potentiale induzieren nun in den reizverarbeitenden Neuronen weitere Potentiale.
Dabei wirken mehrere, benachbarte Sehzellen auf ein Neuron. In der Neuronen-
schicht kommt es nun zu einer Interaktion. Jedes Neuron gibt an die iibrigen
Neuronen Impulse ab, die die dort sich unter dem ankommenden Reiz einstellen-
den Potentiale abzuschwichen sucht. Die Interaktivitit eines Neurons bezieht
sich in der Regel nur auf einige, wenige andere Neuronen. Bei dem Gesamt-
prozeB sind natiirlich iiberall Schwellen eingebaut, die iiberwunden werden
miissen, bevor z.B. ein von einem Neuron an ein anderes abgegebene Impulse
zur Wirkung kommen.

* Diese Arbeit enthélt unter anderem Ergebnisse der gleichnamigen Dissertation,
die an der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultit der Universitit des Saar-
landes 1969 angenommen wurde.
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Die sich infolge dieser Interaktion in den Neuronen unter dem Reiz ein-
stellenden Potentiale werden dann an das Gehirn zur Weiterverarbeitung ab-
gegeben.

Man bezeichnet diesen ProzeB als laterale (Riickwirts-) Inhibition ([Rei]).

1.2. Reichardt hat die laterale Inhibition bei Limulus untersucht und be-
schreibende Gleichungen hergeleitet [Rei]. Man kann nun davon ausgehen, daf
im menschlichen Auge dhnliche Verhiltnisse herrschen [Ra], so daB man Glei-
chungen mit einer Struktur findet, die der bei Limulus entspricht. Wir geben
nun kurz die allgemeine Form der beschreibenden Gleichungen an. Dabei geben
wir eine moglichst allgemeine (d.h. mit vielen freien Parametern behaftete)
Darstellung. Dies geschieht u.a. deswegen, um bei Modellversuchen mit Rechen-
anlagen zur Simulation des Sehvorganges groBtmogliche Beweglichkeit in der
Wahl der Parameter zu haben, ohne daB die im folgenden abgeleiteten Sitze
ihre Giiltigkeit einbiiBen. Aus schreib- und rechentechnischen Griinden werden
wir andererseits natiirlich sobald wie moglich versuchen, normierte Darstellungen
zu gewinnen.

Betrachte #» Neuronen, die irgendwie im Raum angeordnet und fest numeriert
sind. Wir denken uns iiber den ebenen betrachteten Gegenstand ein Raster
gelegt, so daB jedem Rasterpunkt genau ein Neuron entspricht. Von jedem
Rasterpunkt gehe ein Reiz x; (i =1, ..., n) aus. Die x; sind reelle Zahlen, die
z.B. gemittelten Intensititen (oder Grauténen in einer Grauton-Skala) ent-
sprechen. Wir stellen uns vor, daB die x; bereits durch die Verarbeitung im
optischen System des Auges und das ,,Zusammenschalten” mehrerer Sehzellen
auf ein Neuron aus den urspriinglichen Intensitdtswerten hervorgegangen sind.
Seien dann z; die an das Gehirn abgegebenen Potentiale in den Neuronen, dann
kann man den Zusammenhang zwischen den x; und den z; nach [Rei] beschreiben
durch ein Gleichungssystem der Form

n
d;;2;=Max (c;, Max (0, x,—t;) — X a;; Max (0, z;—s;;)) fiar i=1,...,%.
7
Dabei sind die a;;, s;;, ¢, b nichtnegative und die d,; positive reelle Zahlen.
Die Vorstellung ist dabei folgende. ¢; ist das Nullniveau des i-ten Neurons,
¢, ist eine Schwelle fiir den Reiz x,, die s,; sind die Schwellen, die bei der lateralen
Interaktion iiberwunden werden miissen. Die a;; sind Proportionalitdtsfaktoren,
die die Wirkung des j-ten Neurons auf das i-te Neuron beschreiben. Sie sind

die bei der Interaktion interessantesten GroBen. Die d;; sind Normierungs-
faktoren.

1.3. Wir wollen fiir die Gleichungen gleich die bequemere Matrixschreibweise
einfithren. Dabei sind die s;; hinderlich. Da aber die meisten der im folgenden
abgeleiteten Resultate fiir beliebige Wahl der s;; gelten, wollen wir hier — der

Ubersichtlichkeit halber annehmen, daB gilt:
s;=s;;=5; far 4,7, k=1,...,n7 k=1

Wir fassen nun die c;, £;, x;, z; und s; zu n-dimensionalen reellen Vektoren C, T,
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X, Z und S zusammen, ferner ordnen wir die 4;; und a,; in Matrizen D und 4 an.
Dann konnen wir das in 1.2 angegebene Gleichungssystem in der Form schreiben

DZ =Max (C, Max (0, X —T) —A Max (0, Z—S)).*
Es gelten dabei folgende Nebenbedingungen
0=CZ<T,S, (Schwellen!)
0=A4,D, (Inhibitorische Interaktion!)
Spur 4 =0,
D Diagonalmatrix mit det (D) ==0. 2
Von einigen dieser Nebenbedingungen, insbesondere der ersten, werden wir nicht

immer Gebrauch machen. Die Bedingungen iiber die Matrizen 4 und D seien
jedoch stets erfiillt.

1.4. Da wir im folgenden an einigen Stellen funktional-analytische Methoden
benutzen wollen, ist es notwendig, die Inhibitionssysteme mit der Notation von
Operatoren zu beschreiben.

Durch die Parameter C, T, S, A, D wird eine Abbildung
¢: R"—>{f|f: R*— R" ist Abbildung} ?
durch die Vorschrift
¢ (X) (Y) =D"Max (C, Max (0, X —T) —A Max (0, Y —S))
fiir X, Y e R” definiert.
Die zu einem Eingang ,,X‘‘ gehérigen Ausginge ,,Z*‘ sind dann die Fixpunkte

von ¢ (X).
Wir nennen nun eine so gegebene Abbildung ¢ ein Inhibitionsfeld und schreiben
kurz, um die zugehérigen Parameter auszuweisen:

wQIF(4,D,C, T, S)".
Die allgemeine Losung von ¢ (X) (Z) =Z bezeichnen wir mit
wl (X4 D, €, T 8)"

1.5. Zum Abschlu3 dieses ersten Abschnittes wollen wir nun kurz die Ziel-
richtungen der nachfolgenden Untersuchungen von Inhibitionsfeldern angeben.
Im einzelnen werden wir folgende Fragestellungen untersuchen:

i) Losbarkeit der Gleichung ¢ (X) (Z) =Z.
ii) Struktur der allgemeinen Losung, funktionale Eigenschaften.

i)
iv)

v

Stabilitit der allgemeinen Losung bei Variation der Parameter.
Innere Stabilitit, stabile Losungen.
1 Ist X e R* (vgl. 3), so bezeichnen wir mit (X), fiir 1 =7 <# die i-te Komponente
von X. Sind dann X, Y eR” (vgl. 3), so ist Max (X, Y) definiert durch
(Max (X, Y)); =Max ((X);, (Y);,) (1<i<mn).

2 Sind X, Y€ R”(vgl. %), so schreiben wir X = Y, falls fiiralle 1 =7 = (X),; = (Y);
gilt. Eine entsprechende Notation gebrauchen wir bei Matrizen.
3 R” ist die Menge aller n-tupel X von reellen Zahlen.

17 b Acta Informatica, Vol. 1



256 H. Walter:

2. Normierungen, die Hilfsfunktion pos

2.1. Wie schon angekiindigt, wollen wir sofort priifen, welche Normierungen
Inhibitionsfelder zulassen. Dabei werden wir die durch

pos (Y)=Max (0,Y) (YeR"

definierte Funktion pos benutzen. Diese Funktion spielt eine zentrale Rolle bei
unseren Untersuchungen.

Mit Hilfe der Funktion pos und den Relationen, denen sie geniigt, kénnen
wir sofort einige Normierungen bei Inhibitionsfeldern vornehmen. Sei also

¢IF(A4,D,C, T,S),
dann gibt es eine Darstellung (X, Y €IR")
¢ (X)(Y) =pos (D1(X —(T+C)) —D*A4 pos (Y—S))+D-C.
Wir ordnen ¢ ein Inhibitionsfeld ¢, durch die Vorschrift
¢, (X)(Y) =pos (X —D14 pos (Y—(S—D1C))) zu (X,YeR".
Wir behaupten nun:

Hilfssatz 2.1.1. Es gilt:
I(X|4,D,C,T,S)=I(D*(X—(T+C())|D*4,E,0,0,S—D'C)+D"'C.*

Das Ergebnis dieses Hilfssatzes besagt, daB wir uns bei unseren Untersuchungen
auf normierte Inhibitionsfelder beschrinken konnen. Wir nennen ein Inhibitions-
feld ¢ (¢IF(4,D,C, T, S)) normiert, wenn C=T=0 und D=E ist. Dann
schreiben wir auch kurz:

WOnlF (A4, S)".

Bemerkung. Eine ganze Reihe der fiir normierte Inhibitionsfelder im folgenden
bewiesenen Sitze lassen sich sofort auf nicht-normierte Inhibitionsfelder um-
schreiben, wenn nur die Voraussetzung C < DS erfiillt ist, die aufgrund der Be-
deutung unserer GroBen natiirlich ist.

Bei normierten Inhibitionsfeldern ¢ bezeichnen wir analog die allgemeine
Losung mit ,,I (X|4, S)“.

3. Losbarkeit der Gleichung ¢ (X)(Z)=2Z

3.1. Wir zeigen zunichst, daB fiir jedes Inhibitionsfeld ¢ die Gleichung
¢ (X) (Z) =Z stets 16sbar ist. Dann geben wir ein recht einfaches Kriterium fiir
die Eindeutigkeit der Losung an. Bei den Untersuchungen iiber die innere Stabili-
tit lernen wir dann weitere Kriterien fiir die Eindeutigkeit der Losung kennen.
Wegen Hilfssatz 2.1.1 koénnen wir uns bei der Behandlung der beiden Fragen,
die hier angeschnitten werden, auf normierte Inhibitionsfelder beschrinken.

4 Ist MC R” und X € R*, so schreiben wir
M+X=M+{X}={m+X|meM}.
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3.2. Es gilt:
Satz 3.2.1. Sei ¢nIF (A4, S), dann gilt:

I(X|4,S)+0 firalle XelR"
Beweis. Da A =0 und pos (Y) =0 fiir alle Y € R" gilt:

0=¢(X)(Y)=< pos (X) firalle XeIR"
Hieraus folgt: Ist
N={YeR"0<Y < pos (X)},

so ist N beschrinkt, abgeschlossen und invariant unter ¢ (X). Wegen der Stetig-
keit affiner Abbildungen und der Stetigkeit von pos, ist ¢ (X) stetig fiir alle
XeR"

Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz besitzt ¢ (X) also fiir alle Xe€ R"
mindestens einen Fixpunkt ([Co]).

Mitbewiesen ist ein einfacher EinschlieBungssatz

Corollar. Fiir alle X € IR” gilt:
0=I(X|4, S) =< pos (X).

Bemerkung. Es ergibt sich also im Muster ein Intensitdtsverlust gegentiber
dem Eingangsmuster.

3.3. Eindeutigkeit der Losung von ¢ (X)(Z) =Z. Es gilt:

Satz 3.3.1. Sei ¢ nIF (4, S) und es gelte fiir den Spektralradius von 4 : 7 (4) <1,
dann folgt: :
#(I(X|4,S))=1.%¢

Bewers. Seien X, Y, Y'e R”, dann gilt:

|§ (X) (Y) — ¢ (X) (Y’')|=|pos (X —A4 pos (Y—S)) — pos (X —A pos (Y'—9))|
<|X —4 pos (Y—S)—X +4 pos (Y'—5)|
<A|pos (Y—S)—pos (Y'—S)| (dad=0)
SA|Y-S-Y'+S5]|
=A4|Y-Y'|.
Da 7(4) <1 ist, folgt nach dem Schroederschen Fixpunktsatz die Behauptung
([Co)).
Bemerkung 1. Der Schroedersche Fixpunktsatz sagt natiirlich mehr aus,
als oben benutzt wurde. Es folgt z.B. aus der Voraussetzung 7 (4) <1, daB jede

Iterationsfolge von ¢ (X) konvergiert. Auf diesen Aspekt kommen wir bei der
Diskussion der inneren Stabilitit von Inhibitionsfeldern zuriick.

5 Der Spektralradius #(4) ist der Betrag des betragsgroBten Eigenwertes von 4.
6 (M) ist die Michtigkeit der Menge M.
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4, Erste Aussagen iiber die Struktur
der allgemeinen Lésung I(X|A4, D, C, T, S)

4.1. In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Relationen herleiten,
denen die allgemeine Losung I (X|4, D, C, T, S) geniigt. Wegen Hs. 2.1.1 kénnen
wir uns dabei immer auf normierte Inhibitionsfelder beschrinken.

4.2. Sei ¢nIF (A, S). Wir ordnen ¢ das Gleichungssystem
(Gg)Z =X —4 pos (Z —S)
zu.

Die allgemeine Losung von (G4) bezeichnen wir mit I*(X |4, S). Der Zu-
sammenhang zwischen I*(X |4, S) und I(X|A4, S) wird durch folgenden Satz
gegeben.

Satz 4.2.1. Sei ¢ nIF (4, S) mit S =0, dann gilt:

a) pos (I*(X|4,5))=1(X|4,S)

b) X —A4 pos (I(X]4,S)—S)=I*(X|4,S).

Corollar. Sei # (I*(X|4, S)) =1, dann gilt:

I*(X|4,S)<1(X|4,S).

Mit Hilfe dieses Satzes, der eine teilweise Linearisierung unseres Problems
mit sich bringt, lassen sich eine Reihe wichtiger Eigenschaften von I(X|4, S)
beweisen.

4.3. Wir wollen einige Relationen herleiten, denen I (X|4, S) geniigt.

Satz 4.3.1. Sei ¢ nIF (A, S) und sei X € R", dann gilt:

a) I(X|4,S)=I(pos (X)|4, S).

b) I(e;|4,S)=e; fir i=1,...,n.7

¢) I(X|4,S)=0sX =0, falls S=o.

d) (X);=0=(I(X]4,5));=0.

e) Sei L mit pos eine vertauschbare, regulire Matrix, dann gilt:

LI(X|4,S)=I(LX|LAL™, LS).

f) c20,ceR: cI(X|4,S)=I(cX|4,cS).
g) Sei Y =0:pos (I(X|4,S+Y)—Y)=I(X —Y|4,S), falls S=0 ist.

Wir wollen nun kurz die Ergebnisse dieses Satzes diskutieren: a), b), c) sind
Ergebnisse, die aufgrund der Bedeutung unserer Gleichungssysteme erwartet
werden kénnen. d) besagt, daB aus X =0, X =0 stets folgt, daB kein Z€I (X |4, S)
gleich 0 ist, sondern daB es ¢ mit (Z);> 0 gibt (vgl. [McGi-Rei]). Neben der Multi-
plikation mit nichtnegativen Skalaren steckt in e) auch die ,,selbstverstdandliche‘
Tatsache (bei Spezialisierung auf Permutationsmatrizen), dal die Umnumerierung
der Neuronen keine Einwirkung auf das Ergebnis der Interaktion hat. g) ist eine
Art Superpositionsprinzip, daB einige Vorteile bei der numerischen Auswertung

7 (e,-),-=3” fir 4,7=1,...,n
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bringen kann. Dies gilt auch fiir e), da insbesondere Permutationsmatrizen mit
pos vertauschbar sind und damit die Normalformen nichtnegativer Matrizen
fiir diese Theorie zuginglich werden [Va, Hou, Ga1, Ga2].

4.4. Im Falle, daB ¢ (X) (Z) =Z eindeutig 16sbar ist, fassen wir I (X|4,D,C, T, S)
als Transformation des R” in sich auf. Die interessierende Menge der Eingangs-
vektoren ist dann R% ={X € R"|X =0}, dann erhebt sich sofort die Frage, ob
I(X|4,D,C, T,S) injektiv und surjektiv R% in R% abbildet. Beide Fragen
sind zundchst wegen der Existenz von Nullniveaus in trivialer Weise im all-
gemeinen zu verneinen. Betrachtet man aber statt IR% die Menge der Eingénge,
die groBer oder gleich dem Nullniveau sind, so wird die entsprechende Frage
sinnvoll. Im Falle normierter Inhibitionsfelder haben wir allerdings wieder das
Nullniveau 0. Wir werden uns daher wieder auf normierte Inhibitionsfelder
beschrinken. Die Umformulierung unserer Sitze auf beliebige Inhibitionsfelder
fithrt dann gerade auf die Beantwortung der obigen Fragestellung mit der Modifi-
kation durch das Nullniveau.

Sei ¢ nIF (A4, S). Wir ordnen ¢ die Transformation
I': R*—~>R"
mit
I'(Y)=Y+Apos(Y—S) (YeR"
zu.

Wir wollen fiir diesen und den folgenden Abschnitt annehmen, daB ¢ (X) (Z2)=Z
bei gegebenem ¢ nIF (A4, S) fiir alle X €IR,, eindeutig 16sbar ist.

Betrachte dann
injekt (¢p) ={X eR"*|I*(X|4, S) =0}.
Wir behaupten nun

Satz 4.4.1. Sei ¢ nIF (4, S), dann gilt:
a) I(X|4,S)=I(X"|4,S), X, X'€ injekt (¢)=>X =X".
b) Zu jedem X €IR* existiert X’e injekt (¢) mit
I(X|4,8)=I(X'|4,S).
c) Zu jedem Y e R" existiert X € injekt (¢) mit
I1(X|4,S)=Y.

d) X’ injekt(¢), I(X|4,S)<I(X'|4,S)=>X <X

e) Ist X <X, so gilt entweder I(X|4,S)<I(X'|4,S) oder I(X|4,S) und
I(X'|A, S) sind unvergleichbar.

Bemerkung. I(X|A, S) ist auf R” eingeschrinkt surjektiv und ein Operator
monotoner Art auf injekt (¢) [Co]. Ferner konnten wir einen maximalen Bereich
angeben, auf dem I(X|4,S) injektiv ist. Man beachte, daB im Gegensatz zu
I(X|A4,S) I*(X|A4, S) ein bijektiver Operator ist, so daB die Injektivitit allein
durch die Funktion pos zerstért wird.
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4.5. Wir wollen nun injekt (¢) noch ndher charakterisieren.

Satz 4.5.1. Sei ¢ nIF (4, S) mit S=0und —1 nicht Eigenwert von A, seien
ferner
injekt* () ={X|(E +4)(X — ) =0}
und
injekt’® (¢) ={X|0=X <S5}
und
injekt® (@) ={ce;[1 =i <n,c=0, ceR},

dann gelten folgende Aussagen:

: a) injekt* (¢) L injekt®(¢p) U injekt’ (¢) Cinjekt (¢).
b) Ist S =0, so gilt: injekt*(¢) = injekt (¢).
¢) Xeinjekt®(¢) uinjekt’(¢p)=>1(X|4, S) =X.
d) Ist X einjekt* (@), so gilt: I (X |4, S)=(E +4) (X +A4S).
e) Zu jedem Y =S existiert X €injekt*(¢) mit Y=1(X|4, S).
f) Ist X =(E +4)S,sogilt: I ((E+4)X|4,S)=X +(E44)4S.

" Bemerkungen. Wir haben also gezeigt, daB im Fall S =0 die Struktur von
I(X|A,0) bestimmt werden kann durch ein bestimmtes lineares Gleichungs-
system und zwar fiir alle X. Aufgrund unserer Uberlegungen ist es aber zweck-
miBig, nur mit solchen X zu arbeiten, die Elemente von injekt*(¢) sind. Mit
den Methoden der Matrizentheorie kann man nun noch feinere Aussagen iiber
die Struktur von I(X|A4,0) gewinnen (hierzu [v.Se]). In dieser Arbeit wollen
wir jedoch nicht darauf eingehen, da wir hier stirker am nichtlinearen Teil der
Theorie der Inhibitionsfelder interessiert sind. Die Aussage f) unseres Satzes
hat aber noch eine spezielle Anwendung. Kann die Erstverarbeitung durch
Streuung und ,,Zusammenschalten’ der Sehzellen auf die reizverarbeitenden
Neuronen beschrieben werden durch

X'=CX original

mit einer nichtnegativen Matrix C, so kann man (im Falle S =0) durch spezielle
Wahl von 4 den Vektor X yigina Wieder vollig herstellen, wenn man ein normiertes
Inhibitionsfeld mit Inhibitionsmatrix A und Schwellvektor S =0 verwendet,
wobei C=FE + A ist. Im allgemeinen treten aber Schwellen S==0 auf, dann
unterscheidet sich aber X ina von I (X |4, S) aber auch nur um den konstanten
Summanden

(E +A)14S.

Normierungen von C auf die Gestalt C =E 4 4 mit Spur A =0 kdnnen durch D
ausgeglichen werden (vgl. [Rei]).
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5. Variationen der Parameter

6.1. In diesem Abschnitt wollen wir das Verhalten von I(X|4,D,C, T, S)
bei Variation von X (Stetigkeit der Transformation I(X|4,D,C, T, S)) und
A,D,C, T, S (Parameter) untersuchen. Es ist klar, daB es sich hierbei um Ab-
schitzungen der Auswirkungen von Variationen der Parameter auf I(X|4, D,
C, T, S) handelt.

Satz 5.1.1 (Variation der Parameter). Seien ¢ IF (4, D, C, T, S)und ¢’ IF (4’,
D', C',T,S') mit
7 (% (D4 +D"1A’)) <1,
so gilt fiir alle X eIR™:

|I(X|4,D,C, T,S)—1(X'|4",D’,C", T, S’
<3 (E—§D44+D1A)) YD+ DN (|T-T'|+4|C—C'|)
+ (D14 +4+D14')|S -S|
+ (DA — 2D (X [T [+C) +IS])
+ (D)4 — 2| (X|+]T|+]C +IS))
+|D1—D'"!| (2E +4'D'Y)|C'|+ (2E + AD?)|C|
+QRE+AD'+A'D'Y|X|4(E+A4A'D'Y)|T|
+(E+ADY)|T|+4|S|+4'|S'])}
Zunichst erkennt man, daB die Transformation I (X |A, D, C, T, S) stetig ist.
Das Verhalten bei Variation von T, C und S ist stetig und hédngt nicht von der

Eingabe X ab. Wesentlich anders ist das Verhalten bei Variation von 4 und D.
In diesem Fall hingt die GroBe der Anderung von der Eingabe X ab.

5.2. Neben Abschitzungen ,,nach oben‘, wie sie Satz 5.6.1a) bringt, kann
man mit Hilfe von I* auch Abschidtzungen ,,nach unten‘ gewinnen. Bei diesen
Untersuchungen wollen wir uns auf normierte Inhibitionsfelder beschrinken.

Sei also ¢ nIF (4, S), dann gilt fiir alle X, X" e R*:
I*(X|4,S)—I*(X'|4,S)
=X —X'—A (pos(I*(X A4, S) —S)—pos(I*(X'|4, S) —S)).
Nimmt man nun an, dal S =0 ist, so gilt der Reihe nach:
pos (I*(X|A4,S) —S) —pos (I*(X'|4,S) —S) <|I*(X 4, S) —I*(X'|4, S)|.
Hiermit folgt:
|I*(X|A,S)—I*(X’|A,S)|g|X—X’—A|I*(X|A,S)—I*(X’lA,S)H,

also:
(E+A4)|I*(X14,S) —I*(X'|4,S)|=X"— X.
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Vertauschung von X und X' liefert:
(E+A4)|I*(X|4,S)—I*(X'|4,S)|=X'— X.

Eine einfache Uberlegung zeigt dann:
(E+A4)|I*(X|4,S)—I*(X'|4, S)|=|X'— X]|.

Wir haben also bewiesen:

Satz 5.2.1. Sei ¢ nIF (4, S), dann gilt fiir alle X, X’€injekt(¢):
(E+A4)|I(X)4,S)—I(X'|4,S)|=|X —X'|
= (E—A)I(X|4,5)—1(X'|4,5)|

6. Stabilitat

6.1. Dieser Abschnitt ist den Untersuchungen iiber die Stabilitit der Lésungen
von ¢ (X)(Z) =Z vorbehalten. Wir gehen dabei von folgender Vorstellung aus.
Eingegeben wird ein zeitlich konstanter Reiz X. Die Parameter bleiben fest.
Dann stellt sich zunidchst ein Ausgang Z ein. Wird dieser Ausgang verindert,
ohne daB sich Eingang und Parameter dndern, dann verlangen wir, daB8 unser
System sich auf Z zuriickiteriert, sofern die Storung nur geniigend klein ist,
d.h. die Stérung soll abklingen.

Man beachte, daB hier zum ersten Mal Voraussetzungen iiber die Zeitunab-
hingigkeit der Parameter und der Einginge in die Untersuchungen herein-
kommen. Alles, was bis jetzt diskutiert wurde, bleibt auch richtig, wenn die
Parameter und Einginge zeitabhingig sind.

6.2. Genauer wollen wir die Stabilitit definieren durch:

Definition. Sei f: R"—> R” eine Abbildung und Z€e R"” ein Fixpunkt von f,
dann heiBt Z stabil, wenn
iter (Z|f) ={XeR"| li;n f(X)=2}
eine offene Menge ist.

Wir nennen f stabil, wenn

iter (Z|f) =R"
t(Z)=zL.Jzem"ler( 2

ist, d.h. wenn jede mit f gebildete Iterationsfolge gegen einen Fixpunkt konver-
giert. Wir nennen f streng stabil, wenn es einen Fixpunkt Z mit iter (Z|f) = IR* gibt.

Im folgenden wollen wir zunichst einmal die Stabilitit von ¢ (X) unter-
suchen (bei gegebenem Inhibitionsfeld ¢ und X €IR").

6.3. Wir wollen zeigen, daBl ¢ (X) genau dann streng stabil ist, wenn ¢ (X)
stabil ist. Dazu bendtigen wir einen vorbereitenden Satz.

Satz 6.3.1. Sei ¢ nIF (A4, S) und XeIR" dann gilt:
a) Es existieren die Limites

liin ¢ (X)*¥*1 (pos (X)) =U,(X)

und
lim ¢ (X)?* (pos (X)) =0, (X).
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b) ¢(X) (Uy(X)) =04(X), ¢ (X) (04(X)) =U,(X).
c) 0= U,(X)=I(X|4,S) =04(X) <pos(X).
Beweis. Wir erinnern uns daran, da ¢ (X) stetig und antiton ist, ferner gilt
fiir alle Ye IR”
0=¢(X)(Y) =pos(X).
Hieraus erhalten wir:
i) ¢(X)(pos(X))=pos(X).
ii) ¢ (X)(pos(X))=¢(X)* (pos(X)).
iii) ¢ (X)? (pos (X)) < pos (X).
Da ¢ antiton ist, ist ¢ (X)** fiir alle s >0 isoton.

Wir erhalten dann bei Anwendung von ¢ (X)* auf die Ungleichungen:
i) ¢(X)*** (pos(X)) = ¢ (X)* (pos (X))

i) ¢(X)*** (pos(X)) = ¢ (X)**** (pos (X))
und

iii) ¢ (X)**+? (pos(X)) = ¢ (X)* (pos (X))
fiir alle s =0.

Aus ii) erhalten wir: ¢ (X)***? (pos(X)) ist monoton wachsend und nach
oben beschrinkt durch pos (X).

Aus iii) erhalten wir: ¢ (X)* (pos(X)) ist monoton fallend und durch 0 nach
unten beschrinkt.

Hieraus folgt sofort a).
b) ist dann eine Folge der Stetigkeit von ¢ (X).
c) SeiZeI(X|4,S), dann gilt:

0=Z =pos(X)
und
0= ¢ (X) (pos(X))=Z.

Wiederum liefert fiir jedes s =0 die Anwendung von ¢ (X)**

0=Z=<¢(X)* (pos(X))
und
¢ (X)*** (pos (X)) =Z < pos(X).

Nach Grenziibergang erhalten wir dann die Behauptung.

Bemerkungen. Neben dem fiir sich interessanten EinschlieBungssatz c) erhalten
wir im Beweis eine fiir numerische Zwecke sehr wichtige Eigenschaft der Itera-
tionsfolgen von ¢ (X). Fiihrt man mit ¢ (X) zur Fixpunktbestimmung ein Ge-
samtschrittverfahren durch und startet mit pos(X) (oder 0, denn ¢ (X)(0) =
pos (X)), so ist die Iterationsfolge

¢ (X)* (pos (X))

alternierend monoton.
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Aus dem EinschlieBungssatz c) erhalten wir als Folgerungen:

Corollar. a) Ist U, (X) =0,4(X), so gilt: #(I|4, S)=1.

b) Besitzt ¢ (X)? hochstens 3 Fixpunkte, dann gilt: 3 (I(X|4, S))=
6.4. Wir kommen nun zur angekiindigten Aquivalenz.

Satz 6.4.1. Sei ¢ nlIF (4, S) und X€R", dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

a) ¢ (X) ist stabil.

b) ¢ (X) ist streng stabil.

) 04(X) =U4(X)

d) ¢ (X)? besitzt hochstens 2 Fixpunkte.
e) ¢ (X)?ist streng stabil.

Bewers. a)=c). trivial.
c)=Db). Sei Ye R", dann gilt:
0= ¢ (X)(Y) < pos (X),
¢ (X) (pos (X)) = ¢ (X)*(Y),
¢ (X)*(Y) = pos (X)
und

¢ (X) (pos (X)) = ¢ (X)*(Y).

Da wiederum ¢ (X)?* fiir alle s =0 isoton ist, erhalten wir durch Anwendung
von ¢ (X)** auf die obigen vier Ungleichungen:

¢ (X)**1(Y) = ¢ (X)* (pos (X))
¢ (X)**** (pos (X ))S¢( ) (Y),
¢ (X)*+3(Y) = ¢ (X)* (pos (X))

¢ (X)**** (pos (X)) < ¢ (X)****(Y).

»

und

Hieraus gewinnen wir fiir alle s =0:

. $ (X)**+ (pos (X)) = ¢ (X)**+3(Y) < ¢ (X)**+* (pos (X))
un

¢ (X)**2 (pos (X)) < ¢ (X)* **(Y) < ¢ (X)** (pos (X)).
Also existieren die Limites
lim ¢ (X)*(Y)
und
lim ¢ (X)*+(¥)

und sind gleich, d.h. es existiert

li;n ¢ (X)*(Y).
Dann folgt sofort b).
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b)=d). Es folgt: 04(X) =U,(X), da ¢(X) mindestens einen Fixpunkt be-
sitzt.

d)=e). Es gilt:
04 (X) =U,4(X).
Dann gilt fiir alle Y€ IR” und s =1:

(¢ (X)2)° (¢ (X) (pos (X)) < (¢ (X)2)* (V) = (¢ (X)?2)*~* (pos (X))
Also existiert fiir alle Y e IR":
lim (¢ (X)) (Y) = Uy (X) =0, (X)
und d) ist bewiesen.

d)=a). Ist Ye R", dann existieren die Limites
lim ¢ (X)* (),
lim ¢ (X)* (¢ () (¥))

und sind gleich.
Also existiert:

lim ¢ (X)*(Y) firalle YeR™
Insgesamt folgt nun die Behauptung des Satzes.

Wir wollen ein einfaches Corollar angeben.

Betrachte
stab (¢) ={X|¢ (X) stabil}
und
eind (¢) ={X|4 (1(X 4, 5)) =1},

dann gelten folgende Aussagen:

Corollar. Unter den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt:

a) stab (¢) Ceind (¢),

b) X e stab (¢) = pos (X) € stab (¢),

c) injekt’(¢) U injekt*(¢) Cstab ().

6.5. Globale Stabilitit. Wir wollen ein Inhibitionsfeld ¢ sfabil nennen, wenn
¢ (X) fiir alle X €IR” stabil ist. Bei der Untersuchung der Stabilitit von Inhibi-
tionsfeldern konnen wir uns offenbar wieder auf normierte Inhibitionsfelder
beschrinken. Es gilt:

Satz 6.5.1. Sei ¢ #IF (A4, S) mit 7(4) <1, dann ist ¢ stabil.

Beweis. Vergleiche Satz 3.3.1.

Die Umkehrung dieses Satzes hingt eng mit einer anderen Fragestellung
zusammen. Es wire wiinschenswert, daB kleine Variationen von X die Stabilitit
nicht zerstéren, d.h. wir wiinschen Systeme zu benutzen, fiir die stab (¢) offen ist.
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Nun gilt:

Satz 6.5.2. Sei ¢ nlIF(4,S) mit S=0, dann sind folgende Aussagen #qui-
valent:

a) stab (@) ist offen,

b) stab (¢) =R*,

c) r(4) <.

Bewets. Trivial sind die Richtungen c¢)=b) und b)=a). Wir haben also a)=c)
zu zeigen:

Im Gegensatz zur Behauptung wollen wir annehmen, daB 7(4) =1 ist. Da
A =0 ist, existiert nach [Ga2] X =0, X £=0 mit

AX=r(4)X.
Bestimme nun X (etwa durch Multiplikation mit Skalaren) so, daB stets gilt:
(8)i>0=(S);— (1—7(4))(X);>0 (1 =i<n).

Setze dann
0, falls (S); =0 .
. = <1<
(X (X),, sonst (1=i=n).
Dann gilt:
pos (S +(1 —r(A))X) =S+ (1 —r(A))X’.
Nun gilt:

¢(S+X)(S+X)=pos (S+(1—7(4)X)=S (1—r(4))X".
Andererseits:
¢(S+X)(S+(1—7(4))X’)=pos (S+X — 4 pos((1 —r(4))X"))
=pos(S+X)=S+X.
Damit ist bewiesen:
Upg(S+X)=(1—7(4))X'+S, 04(S+X)=S+X.
Nun existiert 4 mit (X); =0, dann sind zwei Fille zu unterscheiden.
1. Fa.ll: (S)1=0.
Es folgt: (X'); =0, also:
(U¢(S +X))i=0=f=(X)i= (0¢(S +X))i,
2. Fall: (S;) >0.
Es folgt: (X'), =(X),, also
(Us(S+X))i=(S)i+ (1—7(4))(X); = (04 (S +X))i—7(4) (X)..
Damit ergibt sich stets:
Ug(S+X) +0,(S +X), d.h. ¢(S+X) ist nicht stabil.

Da man offenbar fiir jede Umgebung von S nun X so finden kann, daB S +X
noch in der gegebenen Umgebung liegt und da ¢ (S) stabil ist, ergibt sich ein
Widerspruch.

Aus beiden Sitzen zusammen erhalten wir nun den zentralen Satz iiber die
Stabilitit von Inhibitionsfeldern.
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Satz 6.5.3 (Stabilitit von Inhibitionsfeldern). Sei ¢ #IF (4, S) mit S =0,
dann ist ¢ genau dann stabil, wenn 7(4) <1 ist.

Bemerkungen. Hiermit werden nun alle bekannten Abschitzungen iiber den
Spektralradius einer nichtnegativen Matrix fiir die Theorie der Stabilitit von
Inhibitionsfelder zuginglich. Beispiele fiir die Berechnung und Abschédtzung
des Spektralradius finden sich in [Va, Hou, Ga1, Ga2].

7. Stiickweise affin-lineare Abbildungen

7.1. Zum AbschluB dieser Arbeit wollen wir eine weitere Aussage {iber
I(X|4,D,C, T, S) kennenlernen. Wir werden zeigen, daB im Falle # (I(X|4,D,
C, T, S))=1 die zugehérige Transformation stiickweise affin-linear ist.

7.2. Zunichst wollen wir konvexe Partitionen und stiickweise affin-lineare
Abbildungen definieren. Sei

P=(p|1<2<H)

eine Partition des RR”, dann nennen wir P konvex, wenn fiir alle 1 <A<k
p, konvex ist.8

Bemerkungen. 1. Sind P =(p,[1 <A<k) und Q=(g,|1 =pu=m) konvexe
Partitionen, so ist auch

PrQ=p:ingulpang, =0, 1A=k 1=p=m)

eine konvexe Partition.

2. Ist P=(p;|1 <A<k) eine konvexe Partition, dann ist fiir alle 1 =A=#k
die Menge 9 der relativ inneren Punkte von p, Durchschnitt von Halbrdumen. ?

Definition. Sei f: R"—R" eine Abbildung, dann heiBt f stickweise affin-
linear, wenn es eine konvexe Partition P=(p,|1 =<A=<%k) und eine Familie
affin-linearer Abbildung (f,|1 <A <k) gibt, so daB fiir XeR" gilt:

(Xepy=1(X) =f(X)). "

7.3. Wie affin-lineare Abbildungen konvexe Mengen als Invarianten besitzen,
gehéren zu stiickweise affin-linearen Abbildungen stiickweise konvexe Mengen;
das sind Mengen, die sich als endliche Vereinigung konvexer Mengen darstellen
lassen.

Es gilt:

Hilfssatz 7.3.1. Unter stiickweise affin-linearen Abbildungen sind Bilder und
Urbilder stiickweise konvexer Mengen wieder stiickweise konvex.

8 M < R”"ist konvex, wenn mit X,YeM auch (1 —a)X +aYeM firalle0 Sa =1
ist.

9 Ist M eine konvexe Menge, so liegt M ganz in einer linearen Mannigfaltigkeit.
Die Menge der relativ inneren Punkte von M ist dann die Menge der inneren Punkte
beziiglich derjenigen Mannigfaltigkeit kleinster Dimension, in der M enthalten ist.

10 f: R”— R” heiBt affin-linear, wenn f(X) —/(0) lineare Abbildung ist.
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Unser wesentliches Hilfsmittel ist der folgende Satz.

Satz 7.3.1. Ist f: R*—IR" bijektiv und stiickweise affin-linear, so ist auch f
stiickweise affin-linear.

Satz 7.3.2. Sei ¢ IF(A,D,C, T, S) mit 3# (I(X[A, D,C,T, S)) =1 fiir alle
X €eR” dann ist die Transformation I (X |A, D, C, T,S) stiickweise affin-linear.

Bewers. Wir konnen uns wieder auf normierte Inhibitionsfelder beschrinken.
Sei also ¢ IF (4, S).
Betrachte dann wieder
I*(X|4,S5) (XeR”
und I’: R*— IR” definiert durch
I'Y)=Y+Apos(Y—S) (YeR".

Dann gilt:
I*(X|4, S) =I'"'(X)
und
I1(X|4,S)=pos (I*(X|4,S)) (XeR".

pos ist stiickweise affin-linear. Dann ist auch I’ affin-linear. Hieraus ergibt sich
aber die Behauptung.

8. Beispiel
Wir diskutieren ein Beispiel. Dazu nehmen wir an, daB die Neuronen linear
angeordnet sind. Die Inhibitionsmatrix sei dann gegeben durch

A=aH mit a=0,a€R

und
01 0
1 .
H=| """,
0 170
Dann ist der Spektralradius von 4
r(4)=2a cosﬁ;.

Also ist das zugehérige Inhibitionsfeld mit Schwelle 0, dann und nur dann stabil,
wenn

a \—1
a<(2cosn+1)

ist. Aus diesem Beispiel wollen wir die kontrastverschirfende Wirkung von
Inhibitionsfeldern nachweisen.

Betrachte einen Reiz X > 0 mit
(X)i> (X)i—1+ (X) 410
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Betrachte ferner Y € R” mit
(pos ¥); > pos (¥);_y+pos (¥);.1.
Wir behaupten, daB ¢’ (X)(Y) wiederum diese Eigenschaft hat.
pos (¢’ (X) (¥));—pos (¢’ (X) (¥));—1—pos (¢" (X) (V) )i+1
((X)i— ((Y)t 1+( Y)it1))
(X; a((Y )i—2))
—pos ((X)1+1 “((Y) +(Y)i+z))~

1. Fall. Sei (X);<a ((Y)i—1+ (Y)i1)-
Dann gilt:

=pos

— pos

(X);<(X);<a ((V)iz1t (Y)ina)
<a(Y);<a((V)it+(Y)))

(7.=1:_1,1:+1, ki_1=1:—2, ki+l=1:+2)‘

In diesem Fall ist also die Behauptung erwiesen.

2. Fall.
(X);>a ((Y)i—1+ (¥)ira)-
Dann gilt:
(X)i—a ((V)ica+ (V)isa)
—Ppos ((X)z 1—a((¥);+ (Y)i—2))
—pos ((X);—a—a(( (Y);+(Y)i12)
(X)i— (X);m1— (X)i—ata ((Y)i— (V)ima+ (Y)i41) >0
Damit erhalten wir folgendes Ergebnis.
Entweder gilt:
I1(X|4,0);=1(X)4,0);_y=1(X|4, 0);4,=0
oder
I1(X|4,0),—I(X|4,0);-1—I(X]4, 0);41> (X);— (X);-1— (X) s42-

Wir erhalten also in diesem Fall eine kontrastverschirfende Wirkung unseres
Inhibitionsfeldes.
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