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Die relationale Aquivalenz von Automaten

Von HerMANN K.-G. WALTER

0. Einleitung

Die relationale Aquivalenz von Automaten ist im Gegensatz zur funktionalen
Aquivalenz und der Simulation bisher wenig herangezogen worden, um das Ein-
Ausgabeverhalten von Automaten zu vergleichen.

Dies hat wohl zwei Griinde

— Fiir einige interessante Automatenklassen (streng zusammenhéngende, diagnosti-
zierbare Automaten, etc.) kann man zeigen, da die relationale Aquivalenz gegen-
iiber der funktionalen Aquivalenz nichts Neues bringt.

— Im allgemeinen Fall besteht im Gegensatz zu den beiden anderen Vergleichs-
methoden nur ein recht geringer Zusammenhang in der internen Struktur relational
dquivalenter Automaten.

In dieser Arbeit behandeln wir folgende Fragestellungen

1. Charakterisierung der relationalen Aquivalenz, insbesondere der von P. Hum-
MrTzSCcH [5] eingefiihrten endlichen relationalen Aquivalenz.

2. Beziehungen zwischen funktionaler, relationaler und endlich relationaler Aqui-
valenz fiir spezielle Automatenklassen.

Insbesondere geben wir einen wesentlich einfacheren Beweis fiir die von P. Hum-
MITZSCH angegebene Charakterisierung der k-relationalen Aquivalenz von Automaten.

1. Notationen und grundlegende Definitionen

Wir stellen die wichtigsten Definitionen und Notationen zusammen. Nichtdefinierte
Begriffe sind der einschlégigen Literatur (z.B. [1], [3] etc.) zu entnehmen.

Ist X eine Menge, so sei X* das freie Monoid iiber X mit dem leeren Wort []. Mit
L(w) bezeichnen wir die Wortlinge von we X* X* = X* — {[J} ist die freie
Halbgruppe iiber X. Fiir jedes k € Z, sei X* = {w € X* | L(w) = k}.

Definition 1.1. Ein Automat a ist ein 6-tupel a = (I(a), O(a), 8(a), 84, Ae, In (a)),
wobei j(a) endliche Mengen (j = I,0,S,In) und 8,:I(a) X S(a) - S(a) und 1,:
I(a) X S(a) — O(a) Abbildungen sind. Dabei ist In (a) & S(a) die Menge der Anfangs-
zustinde von a.

Wie iiblich ist I(a) die Menge der Eingabesymbole, O(a) die der Ausgabesymbole,
S(a) die der Zustiinde, ferner ist 8, die Transitionsfunktion und A, die Ausgabefunktion.
Ist In (a) = S(a), so ist a nichtinitialisiert.

GemiB der synchronen und sequentiellen Arbeitsweise von Automaten setzen wir
8, und 1, fort auf I(a)* X S(a) (vgl. z.B. [3]). Dann ist die von a dargestellte Ab-
bildungsfamilie ¥(a) gegeben durch \

F@) = {Aa| s €In (a), As(w) = A4(w, s) fiir w € I(a)*}.
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Wir nennen nun zwei Automaten a und b funktional dquivalent (a ~ b), falls

Fla) = F(bd) ist.

Dle relationale Aquivalenz definieren wir iiber die realisierte Ein-Ausgaberelation
R(a). Diese ist gegeben durch

R(a) = {(w, la(w, 5)) | s € In (@), w € I(a)*}.

Zwei Automaten a und b (mit I(a) = I(b) und O(a) = O(b)) heiBien dann relational
dquivalent (a = b), falls R(a) = R(b) gilt.

Offenbar gilt: a ~ b= a = b. .

Nach HummrrzscH ([4]) fiihren wir nun zwischen ,,~‘“ und ,, =~ weitere Aquivalenz-
relationen ein.

Definition 1.2. Seien @ und b Automaten mit I(a) = I(b) und O(a) = O(b), sei
ferner k € Z,.

a und b sind k-relational dquivalent (a ~ b), falls es zu jedem w € I(a)* und s € In (a)
ein 8’ € In (b) gibt mit

Aa(wv, 8) = Ay(wo, §)

fiir alle v € I(b)* und umgekehrt.
Wir nennen nun zwei Automaten a und b endlich relational dquivalent (a = b)
fallsesein k € Z, mit a ~ = b gibt.

Folgende Bez1ehungen zwischen diesen Aquivalenzbegriffen sind offensichtlich.

Beobachtung. Seien a, b Automaten; dann gilt:

1) ar\:b@a?b;
ii) akzb=>a£b=>azb (keZ,);
ii) amba=b (keZ,).

Die Implikationen in ii) und iii) sind nicht umkehrbar wie P. HuMMITZSCH gezeigt
hat [4].

2. Beziehungen zwischen relationaler, endlich relationaler
und funktionaler Aquivalenz fiir spezielle Automatenklassen

Wir wenden uns nun dem zweitgenannten Problemkreis dieser Arbeit zu.

Hierzu ist zunidchst anzufiihren, daB NELsox [6] fiir nichtinitialisierte, streng
zusammenhéngende Automaten a und b gezeigt hat: a ~b=> a ~ b.

Ein dhnliches Resultat hat P. HummirzscH [5] gezeigt, ndmlich, daB fiir nicht-
initialisierte, einfache Automaten a und b gilt:

ax~b=>a~b.

Wir erginzen diese beiden Resultate

Ein Automat a heift irreduzibel, falls a keinen nichttrivialen d-Unterautomaten a’
mit I(a’) = I(a) besitzt.

Es gilt der

Satz 2.1. Sind a und b irreduzible nichtinitialisierte Automaten, dann gilt:

aEb=>an~b.

Beweis. BekanntermaBen ist ein Automat a genau dann irreduzibel, wenn a streng
zusammenhéingend oder fast streng zusammenhingend ist (vgl. [3]). Sind nun @ und b
streng zusammenhingend, so ergibt das Resultat von NELSON das gewiinschte Er-
gebnis.
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Sei nun a fast streng zusammenhéngend und @ ~ b. Sei ferner S(a) = {1 |0 =t =

< n}, wobei 0 der bei a ausgezeichnete Zustand ist. Sei nun w € I(a)¥ mit d,(w, 1) =+ 0,
dann existiert s € §(b) mit

(I Ao(w, 1) = Ap(w, ) ,
2) Sa(w, 1) ~ Bp(w, ) -

(Hierbei ist die Aquivalenz von Zustéinden in iiblicher Weise definiert.) Wir wéhlen
nun fiir 0 < j < n Werte w; mit

5,,(w,, 6,,(w, 1)) = 7 .
Dann gilt

7- = 6,,(w1, éa(w, 1)) ~ 61,(’101, 6,,(’[0, 1)) .
Hieraus folgt aber die Behauptung.

Bemerkung. Man beachte in diesem Zusammenhang, daB jeder einfache Automat
irreduzibel ist.

Wir studieren einige Beispiele, die die Voraussetzung ,,nichtinitialisiert* beleuchten.

Beispiel 1. Betrachte a und b, beide definiert durch den Zustandsgraphen von
Abb. 1 und In (@) = {$1, 83} » In (b) = {s,, 8} .

9/0; 2/0

/7 a7: 20
Abb. 1 Abb. 2

Beispiel la. Durch Hinzunahme eines weiteren Eingabesymbols erhalten wir,

daB i. allg. nicht einmal aus a 2 b die Beziehung a =~ b folgt. Dazu definieren wir
aund b durch den Zustandsgraphen von Abb. 2 und In (@) = {8;, 83}, In (b) = {5, 84}-

E
Offenbar gilt @ =~ b und a % d.

Beispiel 2. Betrachte a und b, definiert durch die Zustandsgraphen von Abb. 3.
Es gilt: a und b sind nichtinitialisierte fast streng zusammenhéngende Automaten.

Man rechnet nach: a = b, aber a ;:«’ b.
Beispiel 2a. Betrachte @ und b mit dem Zustandsgraphen von Abb. 4 und In (a) =
= {81, S}, In (b) = {s;, 8,}. Es gilt: a = b, a*b, a, b fast streng zusammenhéngend.
Beispiel 2b. Seien a und b durch den ZustandsgraphenEvon Abb. 4 und In (a) =
= {83, 85, 83} und In (b) = {s, 8,} ; dann gilt a = b, aber a % b.
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oL; 1/0; 2/0 Abb. 4

Ein weiterer Typ von Automaten, der Aussagen iiber Zusammenhéinge zwischen
relationaler und funktionaler Aquivalenz zuliBt, sind die Automaten mit endlichem
Gedéchtnis ([2]). Es gilt:

Hilfssatz 2.1. Seien a und b Automaten mit endlichem Gedéichtnis der Ordnung p;
dann qilt

a=b=>a = b.
Beweis. Sei s ¢ In (a), w € I(a)?. Da a =~ b ist, existiert s’ € In (b) mit

Aa(w, 8) = Ag(w, &) .
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Nach einem in [2] zu findenden Hilfssatz gilt dann aber
aa(w: 8) ~ 6;,(’!,0, 8’) o
Hieraus folgt die Behauptung

Eine wichtige Teilklasse von Automaten mit endlichem Gedachtnis sind die sog.
linearen Automaten ([2]). Die beweisrelevante Eigenschaft kann verallgemeinert
werden (vgl. [9]). Wir zeigen:

3

Hilfssatz 2.2. Ser a ein Automat mit

(1) VYwe Ia)*, s, €8(a):
da(w, 8) = Aa(w, 8')=> (Vo' € I(a)* & L(w’) = L(w): Lo(w’, s) = Aa(w', §));
(2) Yw, w € I(a)*, s €8a):

da(w, 8) = A (w’, 8) = (Vs € 8(a): da(w, 8) = Aa(w', 8)) »
dann besitzt a endliches Geddchinis.
Beweis. Wir zeigen mehr, ndmlich
3p Vw € I(@)? I(a)*, s, &' € 8(a): da(w, 8) = Aa(w, 8') = A5 = A%
(p-Diagnostizierbarkeit ([2])).
Sei x, € I(a) fest, s, 8" € S(a) mit
BENEoTwe Il@* mit  Au(w, s) == A(w, 8')

odk=1 mit Ak, 8) == Au(ak, 87) .
Betrachte nun:
0, falls 22=1,
(s, §') = 3 ;
Min {k | Aq(2k, s) == Ao(ak, 8')} sonst .

Sei p = Max p(s, ). Betrachte nun w € I(a)? < I(a)*; s, 8’ € S(a) mit A,(w, s) =
8,8’¢S(a)

= Ag(w, §'). Dann gilt
Ao(xT®), 8) = A,(al®), &) .
Da L(w) = p = p(s, &), folgt (im Falle p(s, s') > 0)

Aal@3®¥), 8) % Ao(aB®*), )
und hieraus
Aa(@l®), ) = Ay(x2®), ) .

Hieraus ergibt sich ein Widerspruch. Also ist p(s, 8’) = 0, d. h. 45 = 45.

Beispiel 3 ([7]). Die Tatsache, da8 lineare Automaten die im Hilfssatz 2.2 genannte
Eigenschaft besitzen, geht zuriick auf die allgemeine Antwortformel. Diese kann noch
in allgemeineren Situationen bewiesen werden.

Wir betrachten Automaten a mit der Eigenschaft, da I(a), S(a) und O(a) Monoide
sind. In Anlehnung an die linearen Automaten schreiben wir die Verkniipfung, auch
wenn diese nichtkommutativ ist, mit 4, das neutrale Element bezeichnen wir mit 0.

Sei 1, die Ergebnisfunktion (letztes ausgegebenes Symbol). Wir setzen nun voraus,
daB &, und A, Monoidhomomorphismen sind. Dann gilt stets:

Oa(z, 8) = 04(x, 0) + 04(0, s)
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und

Aa(@, 8) = Za(@, 0) + 44(0, 5)

( € I(a) & s € 8(a)). Offenbar werden dann durch
A =04(—,0), B=2840,—),
C=12(—0), D=20—)

’ . . .
Monoidhomomorphismen definiert.
Man zeigt nun in iiblicher Weise fiir w = %, ..., z,

0o(w, 8) = Aw, + BAx,_y + - + BA™ 1z, + B
&
Aa(w, 8) = Oy + DAz,_y + DBAw,_5 + - + DB'~2Aa, + DB .

Gelten nun in S(a) und O(a) beide Kiirzungsregeln, so erfiillt a die Voraussetzungen
des Hilfssatzes 2.2.

Wir schlieBen diesen Abschnitt ab mit der Feststellung ([2]), daB fiir lineare Auto-
maten a und b sogar gilt:

ax~b=>a~b.

3. Charakterisierung und Entscheidbarkeit der relationalen
und endlich relationalen Aquivalenz

Wir wollen die verschiedenen angesprochenen Aquivalenzbegriffe charakterisieren.
Zunéchst bemerken wir, daB GRAY und HARRIsoN [10] gezeigt haben, daB allgemein
die relationale Aquivalenz von Automaten entscheidbar ist.

Wir charakterisieren die k-relationale Aquivalenz bei festem k. Hierfiir geben wir
einen neuen Beweis, der wesentlich kiirzer ist als der HumMITZSche Beweis.

Im Falle & = 0, haben wir es mit der funktionalen Aquivalenz zu tun. Die Cha-
rakterisierung ist in diesem Fall wohlbekannt. Durch Ubergang zu den ,,k-ten Simul-
tanten*‘ reduziert sich nach P. Hummrrzscu [4] das Problem auf den Fall k& = 1.

Wir betrachten also das Problem, ob zwei gegebene Automaten a und b 1-relational
dquivalent sind. Diese Frage fithren wir wieder zuriick auf die funktionale Aquivalenz.
Hierzu betrachten wir

8, = 8.(I(a) , S(@)) -

Offenbar gilt: s ¢ §; = s € In (a).
Definiere nun 4 durch

1) I@) = I(@), O(f)=20@xI® % O(a)
8(d) = I(a), |
In (@) = {s| 3wy € I(a),sp € In (@) mit dy(xy ;) = s} .
2) 04(x, 8) = da(®, 9)
Za(@, 8) = ({(Aal®1, 81), 2,)| 2, € I(@) , s, € In (a), Balery, 8,) = 8}, Au(z, 5)) .
Beobachtung.
Aa(w, 8) == (0, Aqs(x, 5)) & s € In (d) .
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Wir berechnen fir w = @, - @z € I(a), 1 <t <r) &5 €8;: Aaley,
A4(Zgs vor s Ty, 8) =
({(}m(yv 81), %) | 41 € I(a), 8; € In (), 8a(yy, 81) = 8} 5 Aal(2ys 3)) .

« Aa(g -+ @rs Oaly, 8)) =
= ({(la(yv 81), %1) | %1 € I(a), 8, € In (@), 8a(y1, 81) = 8} Aal(2y, 8)) .

et ({(la(yt’ 8i)s yi) | y1 € I(a), 8; € In (@), 8a(Ys> 8i) = Ba(®y -+ Ti-1, )},

Aa(r, Bal@y -+ i1, 8))) *
et ({(}“a(yn 81), Yr) | ye € I(a), 8¢ € In (), 8a(yr, Sr) = a(®, -+ Tr—1, 8)},

la(xr: O (g -+ r—1, 3))) .

Setze
A = {(Aa(s 80) | Y1 € L(a), 8 € In (@), 8a(yis 81) = Oal@y -+ @1, 8)}

Nun gilt
Aa@y -+ Trs 8) = (A Aa(®y, 8)) + (Ars Aal®ps 8a(@y - Tr -1, 9)))
Hilfssatz 3.1. Seien a und b Automaten. Dann gili: a = b < 4 ~ b.
Beweis. (=)a=~b=>Vxzcl(a)s¢ In (@) 3s’ € In (b): A%®® = 2%(=5) und um-
gekehrt. Sei nun s € In (d), dann existiert « € I(a), § € In(a) mit

2= zg«(z,B .
Nun existiert s’ mit A3 = Zﬁa(”g ). Setze s’ = 8,(x, 8’). Dann gilt 25 = 2. Es bleibt

fiir w € I(a)*, s € S(a) zu zeigen:
{(*a¥,3), y) | y € I(a), § € In (@), Ba(y, 8) = Bu(w, 8)} =

= {(M(®, ), ) | y € I(a), 3 € In (a), Bo(y, &') = dn(w, ')}
Es gilt 22 = 4§, Nun gilt
206(0,8) = J3al48) — J0(W:¥) — iy

fiir 3’ geeignet, s’/ = dy(x, §'). Aus g = 15 folgt A%e(»®) = 22(w,8), Also s” = &,(w, 8'),
wegen der Reduziertheit. Damit ist ,=¢ bewiesen. ,2° folgt durch Vertauschung der

Rolle von a und b.
(&) Sei x € I(a), s € In (a). Betrachte 8,(z, s) = s’. Nun existiert, da s € In (4) ist,
§’ ¢ In (b) mit
2o =2%.
Aus der Antwortformel folgt

Mel2:8) = 28",
Wir haben zu zeigen: 8’ = 8,(x, ), Aa(, 8) = Ap(x, §) mit § € In (b). Insbesondere gilt

nun:
{(Aa(, 3), ) | y € I(a), 3 € In (a), 8u(y, §) = 8’} =
= {(My: 3), 9) | y € I(%), 3 € In (@), Baly, ) = ¥} .

9 EIK, Bd. 12, Heft 3
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Da (4=, ), @) € { (A, 3), ¥) | y € L(a), 5 € In(a), Buly, 3) = ')} , folgt: § € In (b) mit

Aa(®, 8) = A(, 3)
und .
A = J3@9) = J9@d — 3¢
Wegen der Reduziertheit folgt: 8,(x, 8) = &’. Hieraus erhalten wir den
Satz 3.1 (HummrrzscH [4]). Sei k € Z,, a und b endliche Automaten. Es ist entscheid-
bar, ob a ~ b oder a 1& b gilt.

Als abschlieBenden Satz wollen wir beweisen, daB auch die endliche relationale
Aquivalenz entscheidbar ist.

Seien @ und b endliche Automaten mit a ~b. Sei S(a) = {8y, «.. , Sm}, S(b) =
= {81, ... , 85} (card (S(a)) = m, card (S()) = n). Setze K, = m - n" Betrachte zu
w € I(a)®s und s¢S(a) die Menge M(w,s)= {(0a(w’, 8), 8p(w’, 87), -.. , Op(w’, 8n)) |
w < w, Lw') =1,0 <1 < L(w)}.

Offenbar gilt

card (M(w, s)) < K, + 1.
Also existieren 7 und § mit (0.B.d.A.) 7 < j und
Wy =W, W= wp
mit x, v € I(a)*, L(x) = 1, L(v) = 0, sowie
Oa(wy, 8) = By(wy, 8)
do(wy, ') = Oy(wi, 8') (8" € S(B)) .
Sei K = Max (K,, K,).

Hilfssatz 3.2. Esgill: a~bsa ~ b.
K E+1

Beweis. Wir haben die Richtung < zu zeigen. Wir fiithren den Beweis indirekt.
Annahme: a ? b. — Dann existieren w € I(a)¥ und s € In(a) mit
8" € In (b) A%a®:8) = 18(w,s)
oder
Aa(w, 8) == Ay(w, &) .
Sei nun 0.B.d.A. K = K,. Betrachte M (w, s). Dann existiert eine Zerlegung
w=wrv mit Lx)=1.

04, Ba(w’, 8)) = 4(w’, s) . 1)

Op(w', &) = Sp(w'w, §') (' € S(b)) . (2)
Sei wy = w’zzv. Nun existiert s’ mit

Adalw'zze,s) — ],gb(w':cxv,s’); (3)

Ad(w'zaD, 8) = Ay(W'22V, 8') . (4)

Es gilt 8,(w'zav, 8) = 84(w, s) (nach (1)) und 8,(w'zav, §') = Op(w, 8') nach (2). Nach (4)
folgt As(w, 8) = Ap(w, ¢’). Hieraus erhalten wir einen Widerspruch!

E
Satz 3.2. Seien a und b endliche Automaten; es ist entscherdbar, ob a e boderasb
gult.
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Beweis. Sei K = Max (K,, K3). Nach obigem Hilfssatz gilt
E
azbﬁ)a?b, sofern a = b .

Mit Satz 3.1 und der Entscheidbarkeit der relationalen Aquivalenz ergibt sich dann
die Behauptung.
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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns mit Zusammenhéngen zwischen relationaler,
endlich relationaler und funktionaler Aquivalenz von Automaten. Wir geben fiir die
Entscheidbarkeit der k-relationalen Aquivalenz einen neuen Beweis und zeigen die Ent-
scheidbarkeit der endlich relationalen Aquivalenz.

Abstract

In this paper we discuss connections between relational, finite relational and functional
equivalence of automata. We give a new proof of the decidability of the k-relational
equivalence and show that the finite relational equivalence is decidable.

Pe3stome

B macrosmeil paGoTe paccMaTPUBAIOTCA COOTHOLIEHMA MEHIY IKCIEPUMEHTAJbHOH
(relational), KOHEYHO JKCIEPMMEHTAIbHOM U (YHHKUMOHAJIBHON SKBUBAJIEHTHOCTAMU
aBTOMAaTOB. IIPHBOINTCA HOBOE TOKA3ATEbCTBO /1A Pa3PelInMOCTH k-3 KCIIePIUMEeHTAIBHON
SKBMBAJIEHTHOCTH ¥ JOKA3HIBAETCS PA3PEIIMMOCTh KOHEYHO DKCIIEPUMEHTAJbHON SHBH-
BaJICHTHOCTH.
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