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Cohesiveness in Promise Problems

Promise-Probleme

(1985 : S.Even, A.L.Selman and Y.Yacobi)

Verallgemeinerung von Entscheidungsproblemen.
Eimnschrankung der Instanzen auf zwei Sorten A, B
A - akzeptierend B - verwerfend
Keine Erwartungen fiir Instanzen a € A u B.
Entscheidungsproblem: B Komplement von A
Approximationsalgorithmen - Special Case-algorithmen
Differenziertes Bild der Komplexitit von Problemen.
Vielfiltige Anwendung z.B. bei Graphproblemen, Kryptogratie
Ziel : Losbarkeit beziiglich einer Mengen-/Sprachfamilie oder Komplexititsklasse
Bedingungen fiir die Losbarkeit bzw. Unlosbarkeit
Existenz und Eigenschaften von Unlosbarkeitskernen.
Vollstindige Charakterisierung von Kemen durch Kohésivitit.
Kohisivitiat in der Chomsky-hierarchie

Zusammenhinge zu immunen Mengen und Komplexitatskernen
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Allgemeiner Ansatz
Gegeben (nichtendliche) Basismenge S, < 25. AL BSS,ANB= 0.

(A, B) Promise-Problem fiir .
(A, B) losbar fir <=3 Q,Q°€ ¥ AcQ&BCc Q< (A, B) € promise(S)

(Q° =S\ Q Komplement in S!)

Anwendung : Chomsky-Hierarchie, Komplexititsklassen (deterministische)

Methoden und Voraussetzungen : Mengen, boole‘sche Operationen, Variation.

Sprachen, freies Monoid, Linkstranslation, Entscheidbarkeit.
Rekursionstheorie, effektive Autzihlungen.
Separations-Prinzip in der klassischen Rekursionstheorie, Immunitit, Kohésivitét

- elementare Mengentheorie.
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Beispiele
S = X*, X endliches Alphabet, &€ 2%, Chomsky-Hierarchie : & _(X), Z.(X). £X), Z._ (X).
Beipiel : & p(X) mit X = {a, b}.
A ={a'b"|n>0},B={a"b™|n,m>0andn # m}, A, B € £ (X)
(A, B) & promise(Z, (X)) Pumping Lemma),
(A, B) € promise(Z (X)) (A® € £ (X), A det.kontextfrei)
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Einfache aber wichtige Fakten

(1) == {(A,B)|Ae ¥ BcS, AnB= 0@} C promise(S).
(F={A°|Ae ¥}, FC=F UF?

(2) & € " = promise(S ) < promise(S").

3

(4) (A, B) € promise(.”) < (B, A) € promise(.S).

(5) A,B'SB: (A, B) € promise(”) = (A, B') € promise(S).

6) ¥ =(FSMHS=VAB,B':

(A, B) € promise(.”) & (A, B") € promise(.) = (A, B U B') € promise(.%).

(FYU={A U..UA [n>0,A € Z(1<i<n)}, FS=(FOuo)

(7) (A, A®) € promise(S) <= A€ SN S

promise(.S) = promise(F ).

S’
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Variation

DL -(AUBIACK &BES), KO - (LCDLO), L O -F QL

7= 7 UL 7. (Variation von . durch 77)

S 7 c ¥ =>VCeZ7: (A B) € promise(¥) = (AU C,BNC® € promise(S).

endliche Variation : 7”= fin(S) = {S' € S| S endlich}.
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Zwei Ergebnisse aus der Rekursivitiitstheorie

Theorem : ( Separation Prinzip ) (X # Q)
(1) dA,BeZ (X):AnB= Qund (A, B) & promise(Z _ (X)).
(2) VA,BE Z (X)*°, ANB= 0: (A, B) € promise(Z__(X)°).
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Kohisivitit

Definition : A € S, A & fin(S).
A - kohisiv & ¥V Q,Q° € ¥: AN Q € fin(S) oder A N Q° € fin(S)

=SVQ Qe ¥ (ANQE fin(S) = AnQ° & fin(S)).
< A € cohesive(S).

Bemerkung : Definition aus der Rekursionstheorie ist equivalent zur .% €-Kohisivitiit. A

Beispiele : X = {a}.

(1) L.,= {a2"|n>0} & cohesive(gj_eg(X)). (22K - 1Y mod 3=0und 22K+ 1_1)ymod3=1)

(2) L, = {a" | n> 0} € cohesive(Z,_(X)). A

(Pumping-lemma fiir & _,(X), ax =y! ist [osbar firy> o = VR € Z_ (X)\ fin(a*): L, \R € fin(a*))
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(Einfache) Fakten iiber Kohasivitat

(1) <. = cohesive(S") S cohesive(S).
(2) A'C A, A € cohesive(S), A' € fin(S) = A' € cohesive(.S).
3) S =% fin(S) S . = cohesive(S) X fin(S) S cohesive(S).
(4)  cohesive(.) = cohesive(S*°).
(5) L =€ = cohesive(S )= cohesive(SP).
( P = (F€)S)U (= boole’scher AbschluB))
(6) YV A, B € cohesive((¥), ANB & fin(S) = A U B € cohesive(S).
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Immunitat
Definition : A & fin(S).
A € immune() < (VB e.¥: AnB" = 0).

Theorem : fin(S) € .¥, ¥ * fin(S) € ¥
A & fin(S) & A € cohesive(S) \ = A € immune(.S).

Bemerkung : X* € cohesive( fin(S)€)

Beispiel : X = {a, b}.

- {a"b" n> 0} & cohesive(Z (X)) @=2mundn=2m+ 1)

- {a"b"|n> 0} € immune(_g”reg(X)) (pumping lemma fiir &7 __ (X))
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Myhill-Dekker ,,Konstruktion*
Theorem von Myhill-Dekker : .& abzihlbar.
VACS A& fin(S)d A'C A: A' € cohesive(.S).
Konstruktion: e _: IN - 25, e (IN) =, A €& fin(S).
A=A A, = ifA Ne,(n) & fin(S) then A, N e_(n) else A, N e, () fi

-A €A firallen=0.
- A & cohesive() = A_ & cohesive(S) (endliche Variation !)
= dg:IN>IN;: Vn=0:A cA andA CSA.

Wihlea € A \ Ag(u) (n = 0).

gn+1)

A'={a |n=0}
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Markierungstechnik (Linkstranslation) - £ (X)

S=X* L,L’ € X* LeL’ (= LL") Komplexprodukt, Singletons {w} = w, |w| Wortliinge.

Definition : 1" = {wL|w € X* L€ &},
7 =glr abgeschlossen gegen Linkstranslation

LX) = ((finX*OM —rw L U .UwL|k<0,w, €X* L € fin(X*)€, 1 <i<k}.
Definition : & lir-kiirzbar & (wL € & = L € ¥).

Theorem : & (X) = L (X)) = Z (X)P ist ltr-kiirzbar.

Anwendung : &= ZW &+ & (X)c &, Z lr-kizbar.

(1) VL e &, weX*: L € cohesive(L) < wL € cohesive(L).

QQ)VL L cX* weX* (L, L) € promise(£ ) < (WL, wL’) € promise(£).
(3) X ={a, b}. L € cohesive(¥ ), = alL, bL € cohesive(L),

aber aL.u bL & cohesive( < ).



Cohesiveness in Promise Problems

Struktur kohisiver Mengen

Definition : £ : IN, — X* sequentiell < ¥ n > 0 : |f(n)| = n and f(n) < f(n + 1)(pref).
(u < v(pref) & v € uX®)
Theorem : #(X) > 1.
L € cohesive((<Z (X)) <

df :IN, — X*: f sequentiell & V n > 0: L\ f (n)X* € fin(X*).
Beobachtung : L € cohesive((Z, (X)), wX* N L & fin(X*) & uX* N L & fin(X*) = w=u.
Bemerkung : f_ist eindeutig bestimmt. L’ € L = f =1 .

Beispiel: X = {a, b}. uw™*v, {xu"wv'y|n = 0} € cohesive((Z (X)).
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Chomskyhierarchie und Komplexititsklassen

- fin(X*) € fin(X*)® € LX) € L, (X) € LX) € LX) € LX) Z X

alle sind ltr-kiirzbar, ab mgftr(X) abgeschlossen gegen Linkstranslation.

Boole’sche algebren : fin(X*)“ c £ (X) c & X)) € Z (X)) c Z (X).
- X = {a, b}. “Verniinftige” Komplexititsklassen & :

Z X<cE=FZ" &+ £ (X)c &, Z lirkirzbar

(zeit/platz-konstruierbare Ressourcen-schranken).
-X = {a}. fin(X*) =L (X) € Z_X) = L X).
- X bel.: cohesive( fin(X*)¢) = {L € X*| L & fin(X*)}.
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Kohisive Mengen - Chomsky-hierarchie

Theorem von Friedberg: 3L € £ _(X): Af e cohesive(£ _e_(X)C).

Fact: L € cohesive(Z (X)) = Le Z _(X).

L ={a"weL}, Z (X)={LEX*[L|€Z ()} {aban=0} € L ({ab})

Lemma:L e 4 (X)\fin(X*) = L & cohesive(Z,_ (X))

Corollary : L € < (X) = L €& cohesive(<Z, (X)). (£, X) € Z(X) € Z (X))

Theorem : L € 7 (X) \ fin(X*) = L' € L: L' € cohesive(Z]_ (X)) &
e 2 X).

(Inspektion der Myhill-Dekker ,, Konstruktion®)
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Losbarkeit und Unlosbarkeit von Promise-Problemen

Lemma: 7”7 c & ¥+ VEY,V=VI):
V A Be &\ fin(S), A, B & cohesive(77")d1 Qe 7:
(AN Q,BNQ% € promise(¥) & AN Q,BN Qe &\ fin(S).
Definition: “(A)={B ©€S|B C A& Be .¥}.
Lemma : ¥=.9€, ¥ * fin(S) € .&,
(A, B) & promise() < B¢ € immune(. (A%°).
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Kohisive Promise-Probleme

Theorem : ¥ €25 ¥ =+ fin(S) S S ANB=0:
A U B € cohesive(S ), A,B & fin(S) < A, B € cohesive(.¥ ) & (A, B) & promise(.S).

Theorem : <25 L =*£ fin(S) € .&: A, B E cohesive(.F)
A U B € cohesive(. ) < (A \B, B) & promise(.%” ) oder A N B €& fin(S).
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Kerne und kohisive Mengen

Definition: ANB=0, A, B €& fin(S).
(A, B) Kernvon ¥ ((A,B) € core(S)) <
V A'C A B'SB, A", B' € fin(S): (A", B") & promise(.%¥) <
VQe NI (ANQ) & fin(S) = BN Q%) e fin(9)) &
(BNQ) & fin(S) = (AN Q°) e fin(S)).
Charakterisierungssatz : ¥ = fin(S)c . ¥ ANB=0, A, B €& fin(S).
(A, B) € core( ) < A U B € cohesive(S).
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Folgerungen aus dem Charakterisierungssatz
Folgerung 1 : ¥ % fin(S) € .¥:
(1) & = F € = core(S) = core( D).
2) L € " = core(S") < core(S).
Folgerung 2 : = £ Ztrkirzbar, ¥ + £ (X) S &
core(L) ist Itr-kiirzbar.
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Transitivitat
Lemma: ¥ * fin(S)c ¥ ANB=ANC=BnNC=0:
(1) B € cohesive(. ) =
(A, B) & promise(.%”) und (B, C) & promise(.) = (A, C) & promise(.S).
(2) (A, B) € core(F) & (B, C) € core(F) = (A, C) € core(.S).
(AUCE(AUB)UBUC) und (AUB)NBUC)=B)

Beispiel : X = {a, b}, ¥= ZW Pir-kiwzbar, ¥+ L (X)S Z: A AC¢ L.

(aA, aA€ U bA®), (aA€ U bAS, bA) & promise(.F), aber (ah, bA) € promise(Z)
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Existenz von Kernen in Promise-Problemen

Hauptsatz : & abzihlbar, V= ¥ = ¢S, ¥+ fin(S) € &
(A, B) & promise(¥) =31 A'S A, B'SB: (A", B) € core(S).

Example : X = {a, b, c}. |w| = Anzahl derx in w.

x#y€X:L ={weX*|w| #|w}.L_. Lx’yC € £ (X).

L=L UL UL_L={weX*|w =|w=w]}=L NL “NL °

Le Z(X),L¢ € Z(X),L¢ € LX) L° e Z (X)S.

(L, L®) & promise(Z (X)), (L, L®) € promise(£ (X)€) and (L, L) € promise(£ (X)%).
A (L, LC) besitzt keinen Kern A
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Beweis mit einer Nachbildung der Myhill-Dekker Konstruktion
: S _
e_IN—>2%¢e_(N)=5.
/\ (A, B) = (A, B) (& promise(%))
(A, ,B, ) =if(A ne_(n),B ne_(n) & promise(S”) then (A N e_(n),B ne_(n))
else (A, ne_(n)" Bne_n)° fi

Danngilt: 3g:IN - IN : Vn=0:A CA A, A udB

gn+1) g(m)’

Wihle a, € T \Ag(n) undb € Bovn X B, @=0)

A'={a [n=>0},B'={b |n >0}

C CB.
gn+1) Bg(n) and Bg(n) - Bn

Lemma: ANB= O, (A, B) & promise(S). A
V Q,Q e ¥: (AN Q,BN Q)¢ promise(F)or (AN Q, BN Q) & promise(F).



Cohesiveness in Promise Problems

Folgerung 1 : & abzihlbar, W= & = &S ¥ =+ fin(S)c ¥
ANB=0, (A, B) & promise(.%)
dB'c B,B' € fin(S) V B"< B', B" & fin(S): (A, B") & promise(.5).
(< B'€core(A, S)!)
Folgerung 2 : S abzihlbar, ¥SYUM= ¥ = ¥S ¥ = fin(S) € &,
VANB=ANC=BNC=0, B € cohesive( ) =
(A, B) & promise(.¥) und (B, C) & promise(.”) = (A, C) & promise(.S).
Beispiel : X = {a, b}, £ (X) € & lirregulir, ¥+ & (X) € &L :A A¢¢ &
(aA, aA® U bAS), (aA€ U bAS, bA) ¢ promise(.Z), aber (ah, bA) € promise(.Z)
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Komplexitatskerne (,,Hard Cores*) (Book-Du 1987)

Definition :

- B S~hardcore von A < (B & fin(S) & V C € S (A) : BN C € fin(S)).

- B € A : B echter $~hardcore von A.

Theorem: & abzihlbar, A & fin(S).

dB C A, B @-hardcore von A < A ¢ " @ fin(S).

Theorem : fin(S)S & =€ YU, € % fin(S) S &, € recursiv aufzihlbar (Wortproblem):
Vie Y (X)\¢ IL cL,L FhardcorevonL: L' € & _(X).
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Komplexititskerne und Unlosbarkeitskerne

Lemma : .¥=.€: B € core(A, &) < B echter Z-hardcore von A*.

Theorem : & recursiv aufzihlbar, @, X* € & = € P
Ve Z X)\ZL = core(L,¥)NZL_(X)+ 0.
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Ausblick und weitere Resultate

1. Verallgemeinerung auf Vektoren (A, ..., A )mit A NA =0 (1 <i#j<n).
Lﬁsung:(Ql,...,Qn),AiEQi,Qiey,QiﬂQJ;@(l <i#j<n),QuU..uQ =S

2. Unlosbarkeitskerne sind gegeben durch (nichttriviale) Partitionen (B , ... , B ) S#“kohésiver
Mengen A € S (Brandt !).

3. Fiir n = 3 gibt es nichtlosbare Promise-Probleme, die keinen Unldsbarkeitskern besitzen.
(M.Ziegler !)

4. Problemfeld : Fiir n = 3 charakterisiere die nach 3. existierenden nichtlosbaren Promise-
Probleme, die keinen Unlosbarkeitskern besitzen.

5. Verbesserung der Konstruktion kohasiver Mengen, um weitere Eigenschaften sicher zu stellen.
(“bi-kohasive* Mengen, Dovetailing mit , billigem* Friedberg-clerk)

6. Reduktionstheorie - Reduktionsprinzip - Dekompositionen ?
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